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SKRECANIE NIESWOBODNE CIENKICH ZAMKNIETYCH PROFILI
Z KOMPOZYTU

Przedstawiono rozwiazanie problemu nieswobodnego skrecania cienkich, zamknietych profili kompozytowych. Zagadnie-
nie to, opracowane dla materialéw izotropowych, nie znalazlo dostepnych rozwiazan teoretycznych dla gwaltownie rozwijaja-
cych sie konstrukeji kompozytowych, powodujac nie zawsze uzasadnione uzycie metod numerycznych. W pracy wykorzystano
monografie dotyczace materialow izotropowych, uzywajac podanych tam rozwiazan i metod, do ktoérych kieruje si¢ czytelnika,
po czym wprowadzono opisy materialow kompozytowych (anizotropowych). Rozwiazanie polega na wyprowadzeniu zaleznoS$ci
analitycznych pozwalajacych na wyznaczenie rozkladu naprezen stycznych i normalnych w $ciankach profilu, a takze ka-
tow skrecenia z uwzglednieniem nieswobodnego spaczenia profilu. Dla uzyskania pelnego opisu problemu rozwigzano kolejno
problem skrecania swobodnego, problem $cinania siltami poprzecznymi i skrecanie nieswobodne. Efektem analizy skrecania
swobodnego (ze swobodnym spaczeniem profilu) jest wprowadzenie pojecia uogélnionej wspélrzednej wycinkowej, ktore to
pojecie ma zasadnicze znaczenie w analizie wlasciwego skrecania nieswobodnego. Rozwiazanie problemu $cinania prowadzi
do wyznaczenia Srodka sil poprzecznych, wokét ktérego odbywa sie wlasciwe skrecanie. Analiza skrecania nieswobodnego dala
koncowe zalezno$ci analityczne opisujace problem. Uzyskane zaleznosci réznia si¢ od analogicznych zaleznosci dla izotropii
wielko$ciami charakteryzujacymi materialy kompozytowe. Prace zakonczono przykladem rozwiazania.

Stowa kluczowe: kompozyty polimerowe, skrecanie nieswobodne, wspélrzedne (wycinkowe) sektorowe, (wycinkowe)
sektorowe momenty bezwladnoSci

CONSTRAINED TORSION OF THIN, CLOSED COMPOSITE SECTIONS

The paper presents a theoretical solution for torsion of thin, closed composite sections. Such problems, known for isotrop-
ic materials are not easily accessible for anisotropic composite structures despite quick development of these materials. This
enforces use of not always justifiable laborious numeric methods. Constrained torsion problems and solutions were posed and
developed to a great extent in the Soviet Union, starting at the begining of the thirties in the previous century and greatly,
without the use of computers and applied mostly by the military aviation industry during the World War I1. The presented
solution is an exact extension of the known results, to which the reader is directed, to the case of anisotropic polymeric compo-
sites, using methods of description presented in several monographs, two of which can be found in the literature list. The solu-
tion is based on formulation of analytical relations, allowing for determination of normal and shear stress distributions in the
wall of the tube and the angle of torsion, taking into account the warp of the profile. To obtain the full solution the problems
of pure torsion, shear by transverse forces and finally the constrained torsion had to be investigated. Analysis of free torsion
(with unrestricted warp possibility) led to introduction of a new quantity - the sectorial coordinate, a convenient area descrip-
tion in the cases of constrained torsion, replacing the possible use of higher order moments of inertia. Solution of the shear
problem gave coordinates of the axis of rotation of the profile, while the case of constrained torsion allowed for calculation of
normal stresses, not existing in pure torsion. Results for composite structures differ from isotropic cases only by the influence
of anisotropic elasticity constants and use these values in weighted averages describing material properties. The proposed
theory is used in an exemplary solution of an engineering problem, showing the straight applicability in simple cases.

Keywords: polymeric composites, constrained torsion, sectorial coordinates, sectorial moments of inertia

SFORMULOWANIE PROBLEMU

Analizowana jest pryzmatyczna rura kompozytowa, rzedng obwodowa. Ksztalt profilu jest opisany dwiema
jednym koncem zamocowana, a na drugim swobodna,  funkcjami: promieniem wodzacym p = p(S) oraz grubo-
0 dowolnym Kksztalcie profilu, przedstawiona na rysun- $cig $Scianki & = &(s). Dowolny punkt przekroju rury moze
ku 1. Na swobodnym koncu rury dziata moment skreca-  doznawaé przemieszezen u(x,s) oraz v(s) = p(s) ¢ (),
jacy M. SySt.em (podobnie jak w [1]) opisany jest dWO- stalych na grubosci $cianki, gdzie ¢(x) jest katem skre-
ma uktadami wspotrzgdnych: globalnym X, y, Zz 0sig X apia przekroju. Kompozyt doznaje odksztatcen
wzdtuz rury oraz lokalnym X, S, w ktérym S jest wspot-
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Wtasciwosci materialu na kierunkach X, S s3 znane
i opisane rOwnaniami konstytutywnymi (2), przy czym
niekoniecznie pokrywaja si¢ one z wlasciwos$ciami na
kierunkach gtownych x’, s”.

Rys. 1. Schemat stosowanych uktadéw wspotrzednych
Fig. 1. Scheme of the used coordinate systems

Roéwnania konstytutywne laminatu, zapisane w kie-
runkach globalnych uktadu, przyjmuja posta¢

o1 Cu Cp Cpi| [en
02 =|Ca Cpn Cu |62 (2)
012 Coi Cor Cg &12

Kompozyt ma budowe warstwowa, przy czym war-
stwe traktuje si¢ jako ortotropowa o znanych gléwnych
kierunkach ortotropii. Na rysunku 2 osie x’i s’ stanowig
gléwne osie ortotropii warstwy. W celu sprowadzenia
wilasciwosci warstw do postaci przydatnej w zalezno$-
ciach (2) nalezy je przeliczy¢, uzywajac odpowiednich,
znanych zwigzkow dotyczgcych zmian wilasnosci przy
obrocie uktadu.

Rys. 2. Lokalny i globalny uktad wspotrzednych
Fig. 2. Local and principal coordinate system

Kat «a okresla potozenie tych osi w stosunku do osi
uktadu lokalnego X, s. Wartosci gtéwnych statych sprezy-
stosci warstw sa znane, za$ wartos¢ globalnych statych
sprezystosci laminatu mozna okresli¢ [2, 3], uzywajac

zaleznosci dotyczacych obrotu uktadu wspoirzednych
oraz zwigzkdw teorii wzmocnienia kompozytow

1 1 1
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Uzywajac (2) nie jest istotne, czy dotyczg one materiatu
jednorodnego czy laminatu. Analiza skrecania nieswobod-
nego tak opisanej rury kompozytowej wymaga uprzed-
niego rozwigzania problemu skrecania swobodnego (bez
ograniczenia odksztalcen wzdhuznych) oraz problemu
$cinania, $cislej wyznaczenia §rodka sit poprzecznych.

SKRECANIE SWOBODNE

Na rysunku 3 przedstawiono rur¢ poddang obcigze-
niu swobodnego skrecania momentem M na jej wolnym
koncu. Podobnie jak rury izotropowe zagadnienie zosta-
nie rozwigzane, stosujac podstawowe zatozenia Uman-
skiego [4): u=0,V=p @, &1 = &2 = 011 = 02 = 0, ktore
dla kompozytéw pozostang $ciste jedynie, jezeli Cig =
= Cy = 0. Dalsze analizy beda ograniczone zasadniczo
do tego przypadku. Przy tych zatozeniach

015 =Ces €12 (4)

X

Rys. 3. Swobodne skrgcanie przy obciazeniu na koncu rury
Fig. 3. Free torsion under torque at the free end

Naprezenia styczne winny spetnia¢ warunek rownowagi
M:falzadszqfda):qu (5)

gdzie q = o012 6 = const, zwane jest wydatkiem naprezen
stycznych, do = p ds - rozniczka wspotrzednej wycin-
kowej, A - polem konturu rury, a catk¢ krzywoliniowsg
nalezy rozumiec jako catkowanie po catej dlugosci wspot-
rz¢dnej s, rownej D. Odksztalcenie postaciowe wyrazi
si¢ wzorem

Oy q
8 = —_—= 6
2 C. T 5Cy (6)
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Przeksztalcajac ostatni ze wzordw (1), uzyskuje si¢ wy-
razenie, okreslajace przyrost przemieszczenia U, skad
po uzyciu (6) i dokonaniu catkowania znajduje si¢ prze-
mieszczenie

Przemieszczenie u(x,s) okresla spaczenie przekroju,
czyli przemieszczenie wzdtuzne punktu konturu o wspot-
rzednej wycinkowej @(S). Spaczenie punktow poczatko-
wego 1 koncowego na konturze zamknigtym muszg si¢
rownac, zatem

{a—“dszqu—zAa—‘/’zo; P={ ds
as ox & Co

skad mozna obliczy¢ jednostkowy kat skrecenia oraz
wielko$¢ spaczenia przekroju

P _Gop_MP
ox A 2A?
u(x,s):g—f[ZA%—w(s)}:g—fzﬂ(s) 8)

a(s)=2A - 0(s)

Wyrazenie (8) pozwala na wyznaczenie kata skrecenia,
spaczenia, a takze wprowadza nowe pojecie uogolnione;j
wspdtrzednej wycinkowej @ (S), koniecznej do wykorzy-
stania w analizie skr¢cania nieswobodnego.

SCINANIE. SRODEK SIt. POPRZECZNYCH

Na rysunku 4a przedstawiono profil rozwazanej rury
obcigzony sitami tnacymi Ty i T, skierowanymi rowno-
legle do osi centralnego uktadu wspotrzednych X, y, z.
Wspotrzedne $rodka cigzkosci profilu

S S
yC:FZ;ZC:Fy; F:fClﬁds

syzfcllzéds; SZ=§C11y5ds

)

wzgledem uktadu odniesienia wyznacza si¢ z zalezno$ci
zawierajgcych wagi réwne statym sztywnos$ci warstwy
kompozytu. Zagadnienie §cinania rozwiazuje si¢ przy za-
tozeniach: ¢(X) =0, o1, # 0, q # 0. Wydatek naprezen
stycznych q wyznacza sig, przecinajac myslowo profil
i wprowadzajac nieznany wydatek (o na tym przecigciu
(rys. 4b), pomijajac zagadnienie rOwnowagi elementu
powtoki, niedajace roznic w rownowadze catosci. Biorgc
pod uwage zginanie w dwdch ptaszczyznach otrzymano
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s;:fcllzads; SZS:ICMy§ds; A=lyl,—12
0 0

gdzie momenty statyczne i bezwtadnoS$ci zawierajg wagi
réwne stalym sprezysto$ci materiatu. Napr¢zenia §cina-
nia bez zjawiska skrgcania mozna, uzywajac (1) i (4),
wyrazi¢ wzorem

15u

== 11
O12 2 s 66 (11)

Rys. 4. Schematy przy $cinaniu kompozytu
Fig. 4. Shear schemes in a composite

Catkowanie zaleznosci (11) z wykorzystaniem (6)
prowadzi do okreslenia funkcji spaczenia u. Warunek
réwnosci spaczen na poczatku i na koncu badanego tuku
s prowadzi do wyrazenia

{20 @

z ktérego wynika wartos¢ nieznanego wydatku g, a mia-
nowicie

1 SJd
QO:E (Tylzz_Tz Iyz)§ 5262

ssd
+(TZ|W—Ty|yz)§5yT6:
(13)

Wypadkowa catkowitego wydatku g ma sktadowe
rzeczywiste Ty i T,, ktorych moment musi rownowazy¢
moment wywolany wydatkiem tych naprezen stycznych
wzgledem dowolnie obranego punktu, jak C pokazany
na rysunku 4c, co prowadzi do

§q dw =T, b, +T,b, (14)
Wykorzystujac (10) 1 (13), mozna okresli¢ wartosci wspot-
rzednych $rodka sit poprzecznych
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Powyzsze zaleznos$ci, okreslajace polozenie §rodka
skrecania (i $cinania), r6znig si¢ od analogicznych zalez-
nos$ci dla profili izotropowych jedynie wystepowaniem
wag rownych stalym sztywnos$ci kompozytu. Wielkosci
te zostang wykorzystane w analizie skrecania nieswobod-
nego.

SKRECANIE NIESWOBODNE

Jezeli zamocowanie skrecanej rury ogranicza swo-
bode przemieszczen wzdtuznych u, wystepuje skrecanie
nieswobodne, znamienne pojawieniem si¢ obok napre-
zen stycznych oy, naprezen wzdhuznych o11. Uzywajac
oznaczen z rysunku 5, przyjmuje si¢ do analizy dwa pod-
stawowe zatozenia Umanskiego [4] dla tego przypad-
ku, a mianowicie: &; = 0; u = f @ (s), gdzie f(x) oznacza
funkcje sterujaca spaczeniem, ktore przyjmuje si¢ pro-
porcjonalne do uogdlnionej wspodirzednej wycinkowej
@ (S), danej zwigzkiem (8). Do wyznaczenia funkcji ste-
rujacej uzywa si¢ odksztalcen elementu rury

& —@—ﬁw(s)
U ox  ox

16
A, o) 1f ao(s) a] UP
275155 " Pox) T2 Tos P ax

Rys. 5. Schemat do analizy skr¢cania nieswobodnego
Fig. 5. Scheme for constrained torsion analysis

Pojawiajace si¢ naprezenia hormalne o1, muszg po-
nadto spelnia¢ warunki rownowagi

§all5ds:0; §0115dsy:0; §o-115dsz:0 a7

Zeby ostatnie dwa warunki byly spetione, wystarczy, aby
biegun wspélrzednej wycinkowej w(S) obrano w srodku
sil poprzecznych, za$ spetnienie pierwszego warunku
prowadzi do okreslenia poczatku rachuby wspotrzedne;j
S, czyli ustalenia zerowego polozenia promienia p. Po-
nizszy zwiazek

w=w0+w(s):wo+2A%—a)(s) (18)

przedstawia wycinkowa wspotrzedng uogdlniong @,
liczong od dowolnie przyjetego poczatku wspotrzednej
obwodowej s, za$ @y - stalg warto$¢ uogdlnionej wspot-
rzednej wycinkowej, okreslajacg potozenie zerowego
promienia p. Zgodnie z (2) napr¢zenia przy skrecaniu
nieswobodnym wyraza si¢

01,=Cp &, +Ce 5=

o 1. | (o9 f oP, |
=C,m—+=C P flr2Aa—=
n o Ty e p(ax j P s
- (29

01p=Cgy &1+ Cgg £12 =
o 1. [ (o9 f oP, |
=Cqm—+=C Lt r2Aa—=
PR a p(ax j P &s |

Przy tych oznaczeniach pierwszy warunek zaleznosci (18)
pozwala obliczy¢

ZD'O =
. a A oP
__26)(§C11W(S)5ds+(a)(_ fj§C16p5ds—2P ffclﬁaissé‘ds

2QF
OX

(20)

Naprezenia (19) zaleza od nieznanej funkcji steruja-
cej f, ktorg wyznacza si¢ z warunku minimum energii
uktadu. Do tego celu buduje si¢ funkcjonat I, utworzony
z energii odksztatcenia uktadu, pomniejszonej o prace
momentu cigglego m(x) na kacie skrecenia ¢(X), co moz-
na zapisac jako

n=u —L:%J‘(CD—Zm(p)dX:_!“de

I (21)
o= {(011511+ 20y, 512)5ds
Po wprowadzeniu oznaczeh f'= al ;@' = % i praco-
oX OX

chtonnych przeksztatceniach otrzymuje si¢

Kompozyty 9: 4 (2009) All rights reserved
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0, ()2 +
1 2 ’ n2
+Z[f (3,-23,+3,)-20'F(3,-3,) +(¢) Jr]+

3 rgr '
—Z[(p fra-ff (J|—Jk)]

(22)
Uzyto tu oznaczen
={Cumsds; 3,={Cs p*5ds
2
3, _4A §066(82j sds
(23)

2A
J, =F§C66—Sp5ds; 3 =§Cispmsds

2A§C166P  sds

gdzie: 1, - gtowny wycinkowy moment bezwtadnosci
przekroju, J; - pseudobiegunowy moment bezwtadnosci
przekroju, Jy, Jq - gtéwne czesci sztywnosci swobodne-
go skrecania, Jj, Jx - momenty bezwladnosci sprzgzenia.
Badanie minimum funkcjonatu prowadzi do rownan
Eulera, ktorych wykorzystanie daje dwa sprzgzone row-
nania rézniczkowe zwyczajne do rozwigzania

" 1 1 ’ 3 "

(24)

Znajduje si¢ dwa rozwigzania, niezawierajgce juz mo-
mentow sprz¢zenia, z powigzanymi statymi catkowania,
W postaci
@, = H; + H, kx + Hy sinh kx + h, cosh kx
fo=F + F, kx + K5 sinhkx + F, cosh kx

k2:(Jr_z‘]d+‘]b)‘]r_(‘]r_‘]d)2:‘]_b 1_(‘]d)2
21,3, 21, JbJ,
Flezk—J'_J F,=0; F=H,k
Fy=Hyk—
‘]r_ d
(25)

State te nalezy wyznaczy¢ z warunkow brzegowych.
Rozwigzania szczegdlne zalezg od postaci obcigzenia,
a dla spotykanego w praktyce przypadku & = const; Cy; =
= const; Cgg = CcONst
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po D .p_ 5 R _ 1
5 Cqq 5Cs 0 OCq
l,=Cudfa’ds; 3, =Cee5fp’ds  (26)
4A%S
PRZYKLAD ROZWIAZANIA

Analizowana begdzie rura o przekroju prostokgtnym,
pokazana na rysunku 6, o wymiarach: a = 400 mm, b =
=200 mm, | = 2000 mm. Rura jest obcigzona na brzegu
swobodnym momentem o wartosci M = 20-10° Nmm.
Scianki rury wykonane s3 z laminatu, ktorego w%ascnwosm
globalne na podstaw1e (3) wynosza Cy; = 118,52 kN/mm?;
Ces = 53,5 kN/mm?; C46 = 0. Dalej otrzymano

Sh®

l, =C11F =C;;-1778.10"

Jb=066§b35=066~21333~106 (27)

J, = Cgs30%5 = Cy5-240-10°; kI =10,97

Srodek sit poprzecznych lezy w poczatku uktadu
wspotrzednych, a poczatek promienia zerowego umiesz-
czono na osi symetrii. Warunki brzegowe sprowadzaja
si¢ do

Pix=0) =0 feg)=0: fey=0

[ 9" = 10 =J9)]pey =M )

Rys. 6. Skrecana rura kompozytowa
Fig. 6. Composite tube in torsion

Ostatni z tych warunkéw wynika z calkowania drugiej
z zaleznosci (24). Prowadzi to do rozwigzania

Ml Jg4 |sinhkl —sinhk(l —x)
o= {T_[l_\]—d] KI-cosh ki }
(29)

r

£(x) = JM[I_ coshk(l — x)}
coshkl

Maksymalny kat skrecenia, obliczany dla X = |, wynosi
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M I J
=—|1-|1-=% |tghkl
Prmax Jd[ ( \]rjg ]

(30)
Proax = 0, 99—I =3,47-107rd
Jg
Naprezenia normalne przy uzyciu (19) wyrazg sie:
M sinh k(I —x)
= —_— 31
o= ZU() C11d coshk @(s) (31)

Ich najwigksze warto$ci wystepujg w przekroju x = 0,
a szczegOlowe wartosci dla przyjetych danych rozkta-
du w przekroju pokazano na rysunku 7a, gdzie osiagaja
warto$¢ maksymalng o1 max = 8 MPa, a ich zmienno$é
wzdhuz dlugosci preta przedstawiono na rysunku 7b. Na-
prezenia styczne, wynikajace ze wzorow (19), spetniajg
globalny warunek rownowagi. Uwzglednienie warunkow
rownowagi elementu ptaszcza preta [1] prowadzi osta-
tecznie do wzoru

M PRI M
UlZZm_ s ; [ 12]X, 5—625MPC
_ml1 coshk(l— coshk(l-x)
coshkl

(32)

1 S Qs
Sa):Sw—m;fSZ do; Sj)—zl;Cllw(s)éds

S, ={§Cuals)sds

| ;:\:l U ﬂleﬂ]

| (%1 5)

Py i i

kil

'y | |
Wl L/ ii‘ W

Rys. 7. Rozktady naprezen normalnych
Fig. 7. Distribution of normal stresses

Pierwsza czg$¢ pierwszego ze zwigzkow (32) dotyczy
naprezen wywolanych skrecaniem swobodnym, a druga
wywotanych przez wprowadzone tu pojecie sprzezonego
momentu gi¢tno-skretnego M. Rozktad 1 wartosci tych
naprezen w przekroju X = 0 pokazano na rysunku 7c.
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