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OBLICZANIE EFEKTYWNEJ PRZEWODNOSCI CIEPLNEJ
KOMPOZYTOW WLOKNISTYCH
W PRZYPADKU NIEUSTALONEGO PRZEPLYWU CIEPLA

Rozwazano nieustalony przeplyw ciepla materialu kompozytowego z jednokierunkowo ulozonymi wléknami o przewodnosci
cieplnej A; w osnowie o przewodnosci cieplnej 4,. Rozpatrywany material kompozytowy jest przedstawiony w postaci jednost-
kowej komoérki reprezentatywnej. Lokalnie temperatura spelnia rownanie przewodnictwa cieplnego. Kontakt doskonaly wiékno-
osnowa opisano za pomoca warunkéw sprezenia na brzegu wiékna. W celu okreslenia makroskopowej przewodnosci A. przepro-
wadzono usrednienie prawa Fouriera w komorce jednostkowej. Szczegélng uwage poswiecono przypadkowi, gdy zewnetrzny
strumien cieplny zmienia si¢ w czasie zgodnie z funkcja wykladnicza. Wéwczas rozpatrywane zagadnienie sprowadza si¢ do za-
gadnienia brzegowego dla rownania Helmholtza, ktére rozwiazano dla kompozytéw stabo niejednorodnych, czyli dla wystarcza-
jaco malych A4 = (41 - A)(A1 + A). Po rozwigzaniu otrzymano analityczny wzor na A,
odpowiadajacy klasycznemu wzorowi Clausiusa-Mossottiego dla proceséw stacjonarnych. Otrzymany wynik pokazuje, ze efek-
tywna przewodnos$¢ kompozytéw w przypadku niestacjonarnym zalezy od historii procesu.

Stowa kluczowe: niestacjonarny przeplyw ciepla, material wloknisty, efektywna przewodno$é

CALCULATION OF THE EFFECTIVE THERMAL CONDUCTIVITY OF FIBER COMPOSITES
IN NON-STATIONARY CASE

Unsteady heat conduction of the unidirectional fibers of conductivity 4, embedded in a host material of conductivity A, is
discussed when the considered composite is represented by a unit-periodicity cell. First, the local temperature field in the unit
cell is modeled by the heat equation. The perfect contact between different materials is described by conjugation conditions on
the boundary of the fibers. In order to determine the macroscopic conductivity A. of the composite we perform the spatial aver-
age of the Fourier law over the unit cell. Special attention is paid to the case when the given external flux obeys the
decreasing exponential law in time. Then the problem is reduced to a boundary value problem for the Helmholtz equation. The
latter problem is solved for weakly inhomogeneous composites, i.e. A = (4; — 4))/(4; + Ay) is sufficiently small. As
a result an analytical formula for A. is obtained. It corresponds to the classical Clausius-Mossotti approximation for
the steady heat conduction. The obtained result implies that the effective conductivity of composites in unsteady case depends on
time. This dependence is explicitly written in the considered case.

Key words: unsteady heat conduction, fiber material, effective conductivity

WPROWADZENIE

Obliczenie makroskopowych efektywnych wtasciwo-
$ci materiatéw kompozytowych w przypadku niestacjo-
narnego przeplywu ciepta jest zadaniem skomplikowa-
nym [1]. Pierwszym krokiem w rozwiazaniu tego zada-
nia jest obliczenie efektywnych wilasciwosci komorki
reprezentatywnej. Takie podejScie jest uzasadnione teo-
ria [1-4], zgodnie z ktora mozliwe jest uogodlnienie
otrzymanych wynikow na wlasciwoséci materiatu kom-
pozytowego w catosci, jezeli mozliwe jest sprowadzenie
rownan parabolicznych do eliptycznych [5, 6]. Wtasnie
taki przypadek bedzie przedmiotem naszych badan.

Rozpatrzmy elementarna komoérke kwadratowa Q,
utworzong z materialu o przewodnosci cieplnej A, cie-
ple wlasciwym c;, oraz ggstosci p,, zawierajacq wtrace-
nie z innego materialu o przewodnosci cieplnej A,

mgr

(w stosunku do przewodnosci cieplnej osnowy), o cieple
wlasciwym c¢; oraz ggstosci p;. Niech pierwszy materiat
zajmuje w komorce podstawowej obszar D,, drugi, od-
powiednio, D;. Na razie ksztalt wtracenia D; moze by¢
dowolny. Niech v oznacza udzial objgtosciowy wtrace-
nia (pole powierzchni w ujeciu dwuwymiarowym),
wowczas 1—v jest udzialem objgtosciowym osnowy.
Wewnatrz komoérki wystepuje przeptyw ciepta, lokalnie
okreslony réwnaniem [6]

q=—-AVT (1)
gdzie we wtraceniu A = A;, w osnowie A = 4. ROwnos¢

(1) wyraza prawo Fouriera, ktore jest stuszne takze dla
niestacjonarnego przeplywu ciepta. W przypadku nie-
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stacjonarnym rozbiezno$¢ (dywergencja) gestosci stru-
mienia ciepta wyraza si¢ wzorem [6]

Vg=—pell @
ot
gdzie ¢ oznacza czas, funkcje p 1 ¢ przyjmuja warto$ci
Py, €, 1 Py, ¢, Wobszarach D i D,, odpowiednio. Jesli
podstawimy (1) do (2), to otrzymamy lokalne rownanie
przewodnictwa cieplnego [6]

or
e v (cavr
pe ( )

ktére zapiszemy w postaci [6]

o _wvr (3)
ot

gdzie a=a,=4/(p,c;) W obszarze D i a=a, =
=1, /(p, c;) W obszarze D,. Wielko$¢ a nazywa sig
wspotczynnikiem wyrownania temperatury lub dyfuzyj-
noscig cieplna [6].

Warunki kontaktu doskonalego na L w przypadku
nieustalonego przeptywu ciepta maja postac [2-5]:

=1,

o7, o7,
el W S 4

on & on @
gdzie L jest brzegiem obszaru D, T; jest rozkladem
temperatury w obszarze D;, T, - w obszarze D..
Wprowadzamy warunki brzegowe na kwadratowej
komorce Q o jednostkowym polu powierzchni:

Tx+1L,y,t)=T(x,y,t)+G(t)

(5)
T(x,y+1L,t)=T(x,y,t)

oT oT

— +17 3t = s 3t

o (x+1y,0) ax (x,,1)

oT or ©
_(x’y-"lat):_(xayat)

oy Oy

gdzie G(f) to znany przyrost temperatury na komorce.

W celu poprawnego sformutowania zagadnienia na-
lezy wzia¢ pod uwage warunki poczatkowe, czyli roz-
ktad temperatury w czasie zerowym

Tl(x’yao)=f(xay)’ TZ(xay90)=f(xay) (7)

Rozwiazanie problemu polega na znalezieniu efek-
tywnych wlasciwosci poprzez usrednienie zaleznosci (1)
i (2) w komorce reprezentatywnej. Zacznijmy od rowna-
nia (1). Wprowadzmy operacj¢ usrednienia na drodze

catkowania po komorce <->=”Q-dxdy. Wybor kie-

runku obliczania A, dla materiatdw makroskopowo izo-
tropowych moze by¢ dowolny, wybierzmy zatem kieru-
nek OX. Wowczas wspotczynnik efektywnej przewod-
nosci cieplnej A, dla materiatdéw makroskopowo izotro-
powych okresla si¢ wzorem [6]

(4.)= —ﬂ@<‘2—§> ®)

gdzie ¢, jest wspoOhrzgdna wektora g na osi OX.

Zauwazmy ponadto, ze usrednienie zaleznoS$ci (8) prze-
biega wedlug zmiennych przestrzennych, a nie wedtug
czasu t, tak wiec wspotczynnik A, moze by¢ zalezny od
czasu.

Usrednienie zalezno$ci (2) sprowadza si¢ do row-
nosci

(V- >=<pc>e§

w ktorej efektywna wielkos¢ (pc¢), ma postac

(pPO)e=picv+prc(1-v) ©)

Mozna sprawdzi¢, ze rGwnowaga procesu przeptywu
ciepta ma miejsce, jezeli w komorce ogodlna ilos¢ ciepta
nie zmienia si¢ w czasie, tzn.

o7, o7, B
/3101_!;]‘ dedy+p2c2£j dedy—o (10)
1 2

PRZEPLYW CIEPLA Z WYKLADNICZYM
SPADKIEM TEMPERATURY W CZASIE

Rozpatrzmy przypadek, gdy strumien ciepta zmienia

si¢ w czasie zgodnie z zaleznoscia e ™, co odpowiada
ochtodzeniu materialu. W tej sytuacji zagadnienie spro-
wadza si¢ do réwnania typu eliptycznego, a, jak oma-
wialiSmy wczesniej [5], makroskopowy rozktad tempe-
ratury w calym materiale kompozytowym moze byc
odtworzony poprzez homogenizowana temperatur¢ w
komorce, w nastepstwie czego efektywne wiasciwosci
komorki reprezentatywnej 1 materiatu w catosci sg takie
same.

Przy badaniu proces6w nieustalonego przeptywu cie-
pta wplyw poczatkowego rozktadu temperatury w roz-
wazanym momencie jest znikomy, jesli jest on wystar-
czajaco oddalony w czasie od poczatkowego. W tym
przypadku mozemy rozpatrywaé zagadnienie bez wa-
runkéw poczatkowych (5).
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Rozpatrzmy proces ochtodzenia materiatu, gdy roz-
ktad temperatury zmienia si¢ w czasie w nastgpujacy
Sposob:

Tl (.X', Vs t) =U (xa y) exp(_kt)

T2 (xv Y, t) =U, (xv J/) exp(_kt)

gdzie u (x,y), uy(x,y) jest poszukiwanym rozktadem

temperatury w czasie ¢ = 0. Funkcje te spetniaja row-
nania Helmholtza:

Viu,+®iu, =0 wobszarze D,

(In
Viu, +@5u,=0 w obszarze D,

gdzie: o ?=k/a,, ®3=k/a,. Warunek kontaktu dosko-
natego (4) przyjmuje postaé

Ou; _, Ou,
on =4 on

U =1u,, nal (12)
Niech przyrost temperatury G(t) = exp(—kt), wowczas
warunek periodycznos$ci (5) dla u = u; lub u = u, zapisu-
je si¢ w formie:

u(x+Ly)=u(x,y)+1 (13)
u(x,y+1) =u(x,y)

ou ou
~ + 1’ = )
o (x+Ly) o (x,»)

%(x’y“):%(x’y)

Zbadajmy, w jaki sposéb mozna obliczy¢ efektywna
przewodno$¢ cieplna A,, okre§lona za pomoca wzoru
(8). Obliczmy wielko$¢ E o charakterze energetycznym,
okreslona przez wzor [5]

(14)

“E =-J’j qxdxdy=‘Uﬂe%dxdy+ﬂﬂe%dxdy
0 Dy D,

Przeksztal¢émy prawa cze$¢ ostatniego wyrazu na pod-
stawie wzoru Greena 1 pierwszego warunku (5)

1/2

~E=2, [[B]dv=2.exp-k)  (15)
-1/2
Obliczmy t¢ sama wielko$¢ w inny sposob
_ on Ty ey =
E_AIH ! dxdy+/12” ~2dxdy =

= Ao exp(—kt)+ (4 = 2) | Tidy
L

Z poroéwnania (15) i (16) otrzymamy wzor na efektywna
przewodnos¢ cieplna

B = 2o+ explkt)(Ay = A) [ Ty =
L
(17)
%dxdy
ox

=2+ (4= 2)[
Dy

Uzyskano wzor na obliczenie 4., w ktérym wystepuje
wylacznie poszukiwana funkcja u, ktéra wyraza zerowy
rozktad temperatury we wtraceniu.

Zajmiemy si¢ szczegdlnym przypadkiem rozpatry-
wanego zagadnienia, kiedy to wtracenia maja ksztatt
kota. Po rozwiazaniu zagadnienia (10)-(14) mozemy
obliczy¢ A, ze wzoru (17). Zatézmy, ze materiat kompo-
zytowy jest stabo niejednorodny. To oznacza, Ze rdznice
A=W =D+ h) i S=kpie)/2=pyerl2y)=
= | - 3 sa wystarczajaco mate. Wprowadzone zato-
zenia w odniesieniu do parametrow zagadnienia pozwo-
la otrzymaé rozwiazanie w postaci analitycznej. Prze-
prowadzmy obliczenia, pomijajac wielko$ci rzgdu O(A)
i O(0). Przedstawmy rozwigzanie zagadnienia (11)-(14)
- funkcje u,(x,y) - w postaci szeregu wzglgdem &

u (x, ) =ul® (x, y) + Sul” (x, ») + 6 *u’ (x, )...

Podstawiajac ten szereg do pierwszego rownania (11)
1 przyrownujac wspotczynniki przy jednakowych pote-
gach 9, otrzymujemy ciag kolejnych réwnan:

V2 4 02 u® =0

V2 + 02 uf® = -0

(18)

2.2 2 (2 1
\Y% ul()+a)2u1()=—u1()

spelnionych w obszarze D;. W uktadzie rownan (18)

najpierw rozwigzujemy zerowe rownanie na ul(o),

uwzgledniajac przy tym warunki sprz¢zenia i periodycz-

nosci, potem, podstawiajac ul(o) do nastgpnego row-

nania, wyznaczamy ul(l) itd.

W zerowym przyblizeniu rozwigzaniem zagadnienia
(11)-(14) bedzie funkcja

u”(x,y) =sin (w,x)/2sin (@, /2) (19)

Funkcja (19) spelnia pierwsze rownanie (18) oraz
warunki (13) i (14). Warunki sprzgzenia (12) réwniez
sa spetnione z dokladnoscia O(A; — A,), poniewaz
W zerowym
(2sin (@, /2))+ O(4, —A,) w obszarze D, i

przyblizeniu  u,(x,y)=sin (®,x)/

L N By R S L R,
By = 2) T A 2= A T O ) ma L

stad
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Gy M Oy ~Ay)/ 2) na L
on n

Stosujac twierdzenie o wartosci $redniej [7] dla row-
nania Helmholtza, w rozpatrywanym przypadku prze-
strzeni dwuwymiarowej mamy

1

Ou ou
=[] S0 p)dxdy = 10,0 (hey) 20)
Ty, ox ox

gdzie ry jest promieniem wtracenia D;, Jy - funkcja
Bessela rzgdu 0. Zauwazmy, ze funkcja oOu,/0x, tak
samo jak 1 funkcja u,, spelnia pierwsze rdéwnanie
Helmholtza (11). Rozpatrzmy zerowe przyblizenie (19).
Woéwczas obliczajac catke (20) poprzez uf())(0,0), z
(17) uzyskujemy wzor, ktory mozna zapisa¢ w postaci
wzoru Clausiusa-Mossottiego

e

A, 1=vAJ(ry@,)®, /(2sin(w, / 2))

Ao _1HvA (@)@, (25in(@, /2)) | oL (1)

gdzie A=(4 —-A4,)/(4 +4,) - parametr kontrastu, v -
kon- centracja.

Dla sprawdzenia zalezno$ci (21) rozpatrzmy przypa-
dek procesu stacjonarnego, gdy k£ = 0, wowczas
@, = 0. Obliczajac granice a» — 0 w (21), uzyskujemy
klasyczny wzor Clausiusa-Mossottiego [5]
A, 1+vA

A, 1-vA

(22)

Otrzymana zalezno$¢ (21) zastosujemy do opisania
procesu ochtodzenia materialu kompozytowego, utwo-
rzonego z wiokien szklanych, wtopionych w osnowe
z zywicy epoksydowej. Wiasciwosci materiatu podano w
tabeli 1.

TABELA 1. Wybrane wlasciwosci kompozytu
TABLE 1. Given properties of the composite

Parametry Zywica epoksydowa | Wiokna szklane
gestosé, kg/m’ 1150 2500
ciepto whasciwe, J/kg K 824 840
przewodno$¢ cieplna, W/m K 0,22+0,24 0,04

0.228
0.227

0.226

0.225
0.224

0.223

k 106

0.2 0.4 0.6 0.8

Rys. 1. Zaleznos¢ wspotczynnika efektywnej przewodnosci cieplnej od
historii procesu (wspolczynnika chtodzenia k). Linia przerywana
odpowiada wartosci » = 0,08, kropkowana - » = 0,06, ciagla - r =
=0,04

Fig. 1. Dependence of the effective thermal conductivity on history of the
process (coefficient of cooling). Broken line corresponds to the
value = 0.08, dot line - to » = 0.06, solid line - to » = 0.04

Rozpatrzmy proces ochtodzenia charakteryzujacy si¢
wspolczynnikiem & = 107+107. Odpowiada to spadko-
wi temperatury rzedu 3°, osiaganym w czasie od 3 do 24
godzin w zaleznosci od k. Wyniki obliczen przedstawio-
no na rysunku 1, gdzie linie poziome odpowiadajg pro-
cesom stacjonarnym. Na wykresie wida¢ réznicg warto-
$ci wspotczynnika efektywnej przewodnosci ciepla dla
procesOw niestacjonarnych w pordwnaniu do stacjonar-
nego. Réznice te rosna wraz ze wzrostem wspotczynni-
ka k oraz promienia wtracen, co wyraza posrednia za-
lezno$¢ wspolczynnika efektywnej przewodno$ci ciepla
od czasu.

PODSUMOWANIE

W artykule za pomoca metody analizy asymptotycz-
nej wyprowadzono wzor (17) na efektywna przewod-
no$¢ cieplna materialow widknistych w przypadku
ochto- dzenia z wyktadniczym spadkiem temperatury w
czasie. Na podstawie (17) otrzymano uogoélnienie przy-
blizo-
nego wzoru Clausiusa-Mossottiego (21) dla wtokien
o przekroju kotlowym. Porownamy (21) z klasycznym
wzorem Clausiusa-Mossottiego (22). W obydwodch wyste-
puja wielkosci VA , mozemy wigc rozszerzy¢ zastosowa-
nie wzoru (21) na przypadek dowolnych A i matych kon-
centracji wtracen v. Jezeli wspotczynnik £ jest maly (proces
ochtodzenia jest powolny), to & = k(p1 alli—pycy/ 22)
jest male, wobec czego wzor (21) jest stuszny w przy-
padku proceséw wolnego ochtodzenia (matos¢ k) dla
materiatéw stabo niejednorodnych lub dla matych kon-
centracji wtracen (mato$¢ vA).

Obok wzorow Furmanskiego [2-4] jest to kolejny wzor
analityczny pozwalajacy na obliczenie efektywnej prze-
wodnosci cieplnej A, dla proceséw niestacjonarnych.
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