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MODYFIKACJA LINIOWEJ TEORII LAMINOWANIA

Przedstawiany tekst jest nieco skrécong wersja wykladu wygloszonego przez Autora w czasie IV Szkoly Kompozytow, Wisla
8-10 grudnia 2003 r. Teoria laminowania, czasami zwana mesomechanika kompozytéw, zajmuje si¢ zazwyczaj przewidywaniem
wihasciwosci kompozytu warstwowego, na ogél z warstwami ulozonymi pod réznymi kierunkami, w celu dostosowania tych wia-
Sciwosci do aktualnych wymagan. W przypadku, majacych najczestsze zastosowanie, polimerowych kompozytéw wloknistych
budowa tej teorii opiera si¢ na liniowej teorii plyt anizotropowych, co znajduje uzasadnienie w fakcie, ze konstrukcje kompozy-
towe wykonuje si¢ przewaznie jako cienkoScienne elementy powlokowe. W zaleznos$ci od dokladnosci stosowanej teorii ptyt moz-
na méwic o teorii liniowej [1] lub nieliniowej [2]. Niedawno, na skutek pewnej inspiracji wynikami pracy [3], udalo si¢ stworzy¢
teori¢ laminowania, ktéra w oparciu o pewne dodatkowe zaloZenia daje dokladniejszy obraz rzeczywisto$ci, pozostajac nadal li-
niowa i nie tracac wiele ze swojej prostoty. Ponizej przedstawiono skrotowo tworzenie
takiej teorii, ze szczegélnym zwréceniem uwagi na réznice w poréwnaniu z rozwigzaniem klasycznym.
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MODIFICATION OF THE LINEAR THEORY OF LAMINATION

This is an improved and shortened version of the Authors lecture at the IV School of Composites, held at Wisla on
8-10 December, 2003. The theory of lamination, known sometimes as meso-mechanics of composites is dealing with
prediction of properties of multi-layered composites, providing means for their practical applications. In the case of fibrous,
polymeric laminates for this purpose usually the classical, linear theory of plates is employed, basing on the fact, that composite
structures in general are constructed as thin-walled plates and shells. In such a case the results are greatly simplified in com-
parison with non-linear theories, while introduced in this way discrepancies are mostly of no significance. The final
effect of application of the theory of lamination is providing global constitutive equations for the laminate and means for
calculations of local stresses in particular layers. Some time ago the paper [3] gave an inspiration for forming a new, linear
theory of lamination, based not on response to curvatures of the layers but their mean angle of deflection, taking into account
values resulting from inter-laminar shear. The derivation of the theory, presented in this paper allows for calculation and
inclusion of shear stresses into strength and safety factor calculations, better understanding of the problems of lamination and a
tool for more accurate determination of laminate deflections.
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ZALOZENIA

Rozwaza si¢ element ptytowy, bedacy modelem ba-
danego kompozytu w pewnym uktadzie wspotrzednych,
obciazony sitami i momentami ptytowymi oraz obciaze-
niem ciaglym na goérnej powierzchni, jak to przedsta-
wiono na rysunku 1. Ptyta, modelujaca kompozyt, sktada
si¢ z N réznie wozonych warstw, na ogét o réznych
wiasciwosciach. Do wprowadzenia modyfikacji teorii
laminowania, a w szczegdlnosci do uzytej teorii piyt,
potrzebne sa pewne zalozenia, zestawione ponizej. Jak
widaé, nie odbiegaja one w sposéb zasadniczy od zato-
zen klasycznej teorii plyt:

o Sily tarczowe w laminacie wywotane sa wylacznie
przez warunki brzegowe

e Laminat jest symetryczny wzgledem swej warstwy
$rednigj

e Osie sprezystosci laminatu pokrywaja si¢ z jego
osiami symetrii

! prof. dr hab. inz.

e Przemieszczenie pionowe laminatu jest funkcja
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Rys. 1. Sity normalne, sity poprzeczne i momenty w laminacie

Fig. 1. Laminate normal and transverse forces and bending moments
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e Przemieszczenie poziome laminatu spowodowane
jest jego krzywizna, powigkszona o usredniony kat
odksztatcenia postaciowego

e Badaniu podlegaja mate odksztalcenia sprezyste

e Naprezenia tarczowe w laminacie nie wptywaja na
naprezenia plytowe
Sposob oznaczen i wymiarowania laminatu pokazuje

rysunek 2. Nie ma to oczywiscie istotnego wptywu na

wyniki, tradycja jednak i prostota taki wtasnie opis pre-
feruja.

Rys. 2. Wymiarowanie warstw laminatu

Fig. 2. Numbering of laminate layers

W poréwnaniu z teorig klasyczng jedyna istotna roz-
nica w przedstawianym rozwiazaniu jest uwzglednienie
wpltywu usrednionego kata odksztalcenia postaciowego
na warto$¢ naprezen. Przemieszczenia w badanym ukta-
dzie mozna wigc zapisa¢ jako:

u =u’-0x

(1

) =W, +75

gdzie wielkosci U;,W, 7;; nie zaleza od wspotrzednej X,
a kat y; wywotlany jest jedynie $cinaniem, natomiast
ugigcia od zginania i1 $cinania si¢ dodaja do siebie.
Sytuacje taka przedstawiono na rysunku 3.
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Rys. 3. Ugigcie i $redni kat ugigcia

Fig. 3. Deflection and mean angle of deflection

WARUNKI ROWNOWAGI ELEMENTU

Warunki réwnowagi statycznej wymagaja spetnienia
rownan:

Nty , = 0 )

Ny +Ny, = 0

Sity btonowe, wynikajace z warunkow brzegowych, nie
beda dalej w tym rozwazaniu brane pod uwagg. Warunki
rownowagi momentow ptytowych daja:

My, +Mmy, =t
My + My, =b; 3)
t13,1 s, =0
Wykorzystujac réwnania (3), mozna tez uzyskaé
globalne rownanie rownowagi elementu laminatu, nieza-
lezne od wlasnodci uzytego materiatu. W prostszych
przypadkach moze ono by¢ wykorzystane podobnie jak

odpowiednie rownanie ptyt, zapisane w sitach.
Sity tarczowe w laminacie definiuje sig¢ zazwyczaj jako

h

Ny > | %u

e |= J| e |6 4)
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Podobnie definiuje si¢ momenty ptytowe

h
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m,, =I o,y | X,0X, (6))
h

m,, 2%

oraz plytowe sily poprzeczne

h
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O wynikach teorii laminowania w wigkszym stopniu
decyduja odksztalcenia, zwiazane z nimi zatozenia oraz
roéwnania konstytutywne materiatu.

ANALIZA ODKSZTALCEN | NAPREZEN

Zgodnie z przedstawionymi zatozeniami i1 zapisem
(1), odksztalcenia w plaszczyznie laminatu mozna
przedstawi¢ zwiazkami:

£y =Ep @22 (7)

gdzie

6, =2(8),+0),)) ®)
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Oprocz powyzej wymienionych na gruboSci plyty
wystepuja odksztalcenia postaciowe, wywotane sitami
poprzecznymi:

V3 =28y

V3 =28,

)

Wielkosci te, przy uzyciu rownan, zwanych czasem
zwiazkami konstytutywnymi materiatu, pozwalaja na
powiazanie obciazen i odksztalcen globalnych laminatu.
Jezeli przyjac¢ rownania konstytutywne w postaci

_C.z (10)

ijim
mozna wowczas, na podstawie (4) 1 (5) oraz pod-
stawiajac do tych zwiazkow (7) i (8), a takze biorac pod
uwagg, ze wyrazenia © sa warto$ciami $rednimi, nie-
zaleznymi od X3, napisa¢ zwiazki zwane czasem nie-
stusznie ,,zwiazkami konstytutywnymi” teorii lami-
natow:

nl :Ajlm‘glm Blj|m®
=B;.ém — D, ®

ijlm

(11)

ijim

gdzie Ajjim, Bijim 1 Dijm moZna zapisa¢ w sposob jawny
jako:

Aijlm = 22 Clﬁ:(r:] gk

ulm = 22 Cli:(n: gk

|JIm - chﬁ:(rr)l (h3 hlf—l)

Wykorzystanie (11) i (12) pozwala zapisa¢ odpowiednik
rownan konstytutywnych dla laminatu w postaci

(12)

n, | &)

n,, &

N, _{A B:| £ (13)
m,| |BD]|®,

m,, 0,,

RULER _(:)12_

gdzie macierze A, B, D utworzono przy uzyciu (12).
Otrzymane zwiazki r6znig si¢ od tych z klasycznej teorii
laminowania przez zastapienie krzywizn laminatu przez
dotychczas nieokre§lone katy ugiecia ©,,. Dalsze

rozwazania ida wiec w kierunku okre$lenia wielkosci
tych katow 1 w celu ich uproszczenia bedzie si¢ badac
jedynie zagadnienia dotyczace zginania, uzywajac
zaleznosci:

o) =—Ciow,. X

ij ijim

= DyjinWm

(14)

ijim

przy czym Kk odnosi si¢ tu do numeru warstwy.

SILY POPRZECZNE | MOMENTY PLYTOWE

W przypadku ograniczenia rozwazan do zagadnien
zginania, wykorzystujac (11) i (14), otrzymuje si¢ uktad
rownan:

m, = (D1111W +Dnzzw )

m,, = _( D1122W,11 + Dzzzzw,zz) (15)
m, =-2 D1212W,12

i podobnie dla sit poprzecznych:
[D1111W11+(D1122+2D1212) 22:' (16)

t, :_[(D1122+2D1212) +D

2222

Stosunkowo tatwo znajduje si¢ zaleznos$ci odwrotne
na wyrazenia krzywizn, jednak cale obliczenia raczej
nalezatoby wykonywa¢ na drodze numerycznej, otrzy-
mujac ostatecznie:

1

Wy, = X(mzz Duzz - mnDzzzz)
1

W,zz :X(mlanzz_mzlem) (17)

m
W =— 12
" 2D1212
A= D1111D2222 D1122
ROWNANIE UGIECIA

Na podstawie powyzej przedstawionych rozwazan
mozna zbudowa¢ réwnanie ugigcia modelu laminatu.
Jezeli catkowite ugigcie oznaczy¢ przez W, wowczas
zgodnie z zatozeniem o uwzglednianiu wptywu sit po-
przecznych na ugigcie przez wprowadzenie usrednione-
go kata odksztalcenia postaciowego mozna napisaé

Wy =W, 17, (18)

Wykorzystanie rownan (16) i (3) prowadzi ostatecz-
nie do wyrazenia, ktore uwzglednia wptyw sit poprzecz-
nych

Dy W11 +2(Dy1pp +2D1515)W 155 + DyyyyWonyy =
=0q+[Dyy1173111 + (Di1aa +2D1210)7312015 + (19)

+[(Dy122 +2D1510)730.11 + Dogn¥ 32,2212
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Wyzerowanie wystgpujacych tu nawiaséw kwadra-
towych prowadzi do rownania nieuwzgledniajacego
wplywu sit poprzecznych na ugigcie, identycznego
z klasycznym réwnaniem ugigcia ptyt anizotropowych.
Do jego wykorzystania jednak w petnej formie niezbgd-
ne jest okreslenie usrednionych wartosci katow od-
ksztalcenia postaciowego.

NAPREZENIA STYCZNE | POPRZECZNE

Do wyznaczenia warto$ci naprezen stycznych
mozna uzy¢ dwoch pierwszych rownan réwnowagi
wewngtrznej, ktore w przypadku braku sit masowych
przyjmuja postac:

O3 = _(‘711,1 + 012,2)

(20)
On3 = _(0'12,1 + 0'22,2)

Z rownan konstytutywnych wynikaja wyrazenia
naprgzen, obowiazujace w warstwie K:

51({() == (C1({(1)1W,11 + 2Cf1ksz,12 + Cl(rz)zw,zz ) X
ng() == (C1(1k2)2vv,ll + 2C§2(1)2W,12 + Cégzw,zz ) X5 @1
o = _(C1(2k1)1W711 +2C1(2kl)2w,12 + Cl(zkz)zw,zz) X
Pozwala to zapisa¢ roéwnania (20) w postaci:
01(;()3 =KJx (22)
0'93(,)3 = K;k)X3
gdzie:

) _ (0 ®) ®)
K7 =(CiiWyy +2C15hW +CnWan )y +

(k) (k) (k)
+(Ch Wy +2C5 LW +ChonWay),  (23)

(k) _ (k) (k) (k)
Ky =(Ciy Wy +2C15 W +ChpWan )y +
(k) (k) (k)
+(CrimW +2C51W 5 +ChWa) 5

Wynika z tego, ze napre¢zenia styczne w warstwie,
pochodzace od sit poprzecznych, maja rozktad parabo-
liczny, gdyz catkujac (22) wzgledem X5 otrzymuje sig:

o¥=c® +l K®x2
2 (24)

1
k) _ k) (k)42
023 = C2 +5 |<2 X3

gdzie C™ i C{¥ sa statymi catkowania. Pozwala to na

wyznaczenie wartosci sit poprzecznych, zgodnie z (6),
po poréwnaniu z (16) otrzymujac ostatecznie:

3
Zk:cl(k)gk = Ztls

3
Zcék)gk = ths

k

(25)

Rownowaga na powierzchni styku dwoch warstw
laminatu wymaga, aby

() R _ kD | K k-Dp2
GV +Ki"h,, =C + K" h
Prowadzi to do zaleznoS$ci rekurencyjnej

c® — kD —(K-(k) — K& ) hk2 1 (26)

Zauwazajac, ze na powierzchni zewngtrznej laminatu
napregzenie jest zerowe, czyli

(n) (MK2 —
CV+K"h, =0
znajduje sig¢ ostatecznie wyrazenie na state catkowania
W postaci
n-1

Ci(k) — Z( Ki(|+1) _ Ki(l) ) h|2 _ Ki(n)hr?

27

Mozna teraz tatwo wywnioskowac, ze ze wzgledu na
zmiang paraboliczng wzdhuz grubosci naprezenie stycz-
ne musi by¢ ograniczone

C9 + KON <o <CO + KON,

Prowadzenie dalszych obliczen na drodze symbo-
licznej jest praktycznie rzecz biorac niewykonalne i nie-
celowe. Wystarczy jednak stwierdzi¢, ze przedstawione
zaleznosci pozwalaja wyznaczy¢ rozklady naprezen
w poszczegdlnych warstwach, uzupetniajac w ten spo-
sob zaleznosci teorii laminowania.

Ostatnia wielkoscia, potrzebna do obliczen, jest
usredniony kat odksztatcenia postaciowego, ktory mozna
zdefiniowac jako

(28)

gdzie Gi(3k) oznacza odpowiedni modut Kirchhoffa. Wy-

konujac catkowanie, znajduje sig¢ ostatecznie

_ c® 2 K
7i3:22 . gk"'fz I (hﬁ—hf_l)

(k)h (k)h (29)
k Gi3 3 k Gi3

co pozwala na ostateczne napisanie réwnania ugigcia
laminatu w sposob jawny. Dodatkowo, w celu ewen-
tualnego wykorzystania przy obliczaniu wytezenia, za
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pomoca dotychczas wykorzystanych zalezno$ci, mozna
okresli¢ warto$¢ naprezen poprzecznych ox;.

Ostatnie, niewykorzystane dotychczas rownanie
rownowagi wewnetrznej, przy takich jak poprzednio
zatozeniach, mozna zapisa¢ w postaci

0333 = _(0'13,1 + 0'23,2) (30)
Obie wielkosci w nawiasie zostaly juz uprzednio
okreslone, mozna wigc napisaé

ok =—(Ck +;ka§j 31)
gdzie zgodnie z poprzednimi oznaczeniami:
Ci= Clk,l + Czk,z (32)
K = Klk,l + sz,z

Ostatecznie, dokonujac catkowania wyrazenia (31),
znajduje si¢ rozktad naprezen poprzecznych w laminacie
jako

1.

ol =C* —Ckx3—g KX (33)

gdzie C* oznacza stala catkowania, ktora nalezy wy-
znaczy¢ z warunkow naprezeniowych na granicach
warstw laminatu. Warto§¢ tego naprezenia jest zazwy-
czaj pomijalna.

Przedstawione powyzej rozwazania, mimo ze do$¢
proste, nadaja si¢ do obliczen praktycznych jedynie przy
uzyciu metod komputerowych. Proby obliczen symbo-
licznych czy ich wykonywanie rgczne moze tatwo do-
prowadzi¢ do btedow i pomytek.
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