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WYZNACZANIE STALYCH MATERIALOWYCH KOMPOZYTU WARSTWOWEGO

O ROZNYCH WSPOLCZYNNIKACH WYPELNIENIA W WARSTWACH

Koniecznym warunkiem do okreS$lenia wlasnosci fizycznych kompozytéw wzmocnionych tkaning modulows jest przeprowa-
dzenie rozszerzonych badan, eksperymentalnych lub analitycznych. Ten pierwszy sposob, czyli badania eksperymentalne w
przypadku ogromnej réznorodnosci dostepnych tkanin modulowych, osnéw i struktur mozliwych do otrzymania, stanowilby
bardzo duze nieekonomiczne przedsigwzigcie. Dlatego tez najlepszym rozwigzaniem tego problemu jest stworzenie metody anali-
tycznej, przewidujacej wlasnosci fizyczne tych materialéw, co znacznie ograniczyloby liczbe koniecznych badan eksperymental-
nych. Praca ta przedstawia prymitywnq teorig¢, oparta na nieco rozbudowanej teorii mieszanej dla kompozytéw wzmocnionych
tkaning modulowa. Okresla stopien wiarygodnosci prostych WZOrow, sluzacych do oceny
wiasnosci laminatow poprzez poréwnanie wynikéw teoretycznych z wynikami do$wiadczalnymi.

Stowa kluczowe: laminat, wlokna, osnowa polimerowa, stale materialowe, model kompozytu, dane do§wiadczalne, wspétczynniki
wypelnienia

DETERMINATION OF MATERIAL CONSTANTS LAMINATED COMPOSITE PLATES
WITH DIFFERENT PLY REINFORCEMENT

Extensive studies are required to determinate values of material constants laminated composite plates with fabric rein-
forcement. The quantification can either be done experimentally or analytically. The innumerable diversity of woven fabrics,
matrixes and potential combinations of the weave pattern in the fabric reinforced composites would make any experimental
program very large and uneconomical. In this connection the best solution of this problem is to develop an analytical method to
predict fabric composite behavior and validate the methodology through limited experimental studies. This validated analytical
model can be used later to predict fabric composite behavior or to design fabric composites for a given set of conditions. In this
work, a primitive theory has been shown, which is based on somewhat complicated theory for composites with fibre reinforce-
ment. The purpose of this work is to study, in what degree the simple formulas, roughly estimating lamina properties, could be
authenticated. This work consists of three parts. In the first part, composite model is presented (Fig. 1) that is considered as
laminate consists of two unidirectional fibres-reinforced lamina. They are stacked that one lies crosswise against another and
they can not displace between themselves. Unidirectional fibres are described by properties such as
Young’s modulus E;, Poisson’s rate vi. Fibers are embedded in a isotropic matrix material described by properties such
as Young’s modulus E,, Poisson’s rate V,. On the basis of this model, primitive theory is created, that makes the certain
assumptions and restrictions, as stated here: perfect joint between layers, linearly elastic and orthotropic material of each lay-
ers, small strains and displacements, equal thickness of layers. At the end of part one author presents formulas of calculation
Young’s moduli of the laminate. Additionally author considers using the apparent Young’s modulus of compressed fibre to cal-
culating material constants of laminate. The second part includes formulas, that are used to determining shear module of lami-
nate. Here analytical solutions are developed for optional computing elastic constants, which were present in the part one. In the
last part comparison between theoretical and experimental measurements of material constants is presented
(Tab. 1) to check effectiveness of present algorithm. Figures 1-3 show respectively laminate model, two cases of simple
loading composite model by elementary force.

Key words: lamina, laminate, fibre material, polymer matrix material, material constants, composite model,
experimental measurements, filling factor

WSTEP ZALOZENIA

Ponizej przedstawiona zostala prymitywna teoria,
oparta na nieco rozbudowanej teorii mieszanej dla kom-
pozytow wzmocnionych tkaning modutowa. Celem tego
studium jest zbadanie, w jakim stopniu moga by¢ uwia-
rygodnione bardzo proste wzory, sluzace do zgrubnej
oceny wlasnoséci laminatow, jak np. laminatéw recznie
uktadanych.
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Nalezy wprowadzi¢ pewne zatozenia do okreSlenia
analitycznego algorytmu, stuzacego do wyznaczenia
statych sprezystych, kompozytu warstwowego przedsta-
wionego na rysunku 1. Gorna warstwa tego laminatu
moze mie¢ inny wspotczynnik wypekienia niz warstwa
dolna.
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Rys. 1. Model kompozytu warstwowego o roznych wzmocnieniach warstw

Fig. 1. Model of laminated composite plates with different ply reinforce-
ment

Kompozyt stanowi warstwa osnowy wzmocnionej
jednokierunkowo wtoknami (o wlasciwosciach opisa-
nych stalymi: modutem Younga E; wspotczynnikiem
Poissona ;) zanurzonymi w izotropowej osnowie
(o wihasciwosciach danych przez state: modut Younga
E,, wspotczynnik Poissona v,). Stosunek objgtosci wio-
kien V; do objgtosci warstwy V. okresla wspotczynnik
wypehienia f, ktory w przypadku rozpatrywanego mo-
delu jest inny dla warstwy ,,p” i dla warstwy ,,w”

ol B (1)
V. V0+Vf

gdzie V, jest objgtoscia osnowy.

Wzmocnieniem osnowy jest pofalowane widokno wy-
kazujace wiasciwosci liniowe. Ksztatt osi wiokna mozna
zapisa¢ w postaci funkcji okresowej. W przypadku Sci-
skania kompozytu w kierunku uwtozenia widkien wzmac-
niajacych istnieje mozliwo$¢ utraty statycznoSci poje-
dynczych wiokien. W wyniku obliczen zawartych w
pracy [1] otrzymuje si¢ pozorna warto$¢ modutu Y ounga
dla pofalowanego i zanurzonego w osnowie wiokna

E=—te )

a 2
1+ 8(“}
d
gdzie:

E, - modut Younga widkna,
a - amplituda fali,
d - $rednica wiokna.

Kolejnym etapem rozwiazania jest wyznaczenie sta-
tych kompozytowych Ey1, Exn, Viz, V1, G2 oddzielnie
dla warstwy ,,p” 1 dla warstwy ,,w”. Ponizsze wzory
okreslone dla warstwy ,,w” zostaly wyprowadzone w

pracy [2]:
En=E(=f)+EF, (€)

L E[E(-n) e ]
B () [ ENT (1)
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Vw21 :Vo (1_ fw)+vw\/7w (5)
Viiz = Vi iwzz (6)
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G, (1=41, )+ G, (1=V7. (1-V7.)) (7)
G/, +Gw(1—\/f—w)

WYZNACZANIE USREDNIONYCH WARTQSCI
MODULOW YOUNGA | WSPOLCZYNNIKOW
POISSONA

Model kompozytu wzmocnionego tkanina rozpatry-
wany jest jako laminat skladajacy si¢ z dwoch warstw
wzmocnionych jednokierunkowo, lezacych krzyzowo
jedna na drugiej, przy czym warstwy te nie moga si¢
migdzy soba przemieszczac, co zapewniaja zaleznosci:

w

- _ _ P
En=¢&€ =8y
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W p
Ep =& =&y

Zaktada sig jednakowa grubo$¢ obu warstw sktado-
wych.

W wyniku rozciagania kompozytu w kierunku 1, ze
wzgledu na rézne wartosci wspotczynnikow Poissona,
na skraju warstw wystgpuja naprgzenia normalne dziata-
jace w kierunku 2, ktérych wartosci sa rowne, a kierunki
dziatania przeciwne, zapewniajace wyrownanie od-
ksztatcen warstw, jak pokazano na rysunku 2t
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Rys. 2. Uklad naprezen s$rednich w kompozycie przy rozcigganiu sita
jednostkowa wzdtuz kierunku 1

Fig. 2. System of mean stresses in a composite during stretching by ele-
mentary forces in 1 direction

Do obliczen przyjmuje si¢, ze model kompozytu jest
rozciagany sita rowna 1 1 rozdziela si¢ ona w pewien
Sposob na obie warstwy
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N,+N, =1 (10)

Z ogolnej zalezno$ci
(an
w zagadnieniu dwuwymiarowym, otrzymuje si¢ kolejne

dwa roéwnania na odksztatcenie wzdhuzne warstwy ,,w”,
gdzie:

& = A,.jk,Nij

[4,= o]
8,

g - grubos$¢ warstwy,
S;iu - tensor podatno$ci materialu dla warstwy ,,w”

1 _ Vw21 0
Ewll Ewll
Yy 1 12
Sijkl =| - 0 (12)
Ew22 EWZZ
0 0 !
2GwlZ

Rownanie konstytutywne dla warstwy ,,w” przyjmuje
postac

1 _ Vw21 0
gw Ewll Ewll N
o v L Iy @
22 c
gwlz gw w22 w22 1 0
0 0
2Gwl2

Analogicznie postepuje si¢ przy obliczaniu odksztatcen
warstwy ,,p” 1 w tym przypadku otrzymuje si¢

L Ve 0
& E‘ju Elpll N,
g |=— _Ep12 0 N, (14)
gplz 8. 22 p22 0
0 0 !
2Gp12

Wykonujac dziatania wedtug (13) i1 (14), dotaczajac (9)
i (10) 1 spehiajac uktad (8), tworzy si¢ uktad szesciu
réwnan liniowych:

N, +N,=0
N,+N, =1
N v,N, —
B E, S0
pll pll
I — (15)
E__E—_gwgzz =0
p22 p22
N, N —
b Vw21 d _ gw (922 =0
Ewll Ewll
N N, —
. _VWIZ : _gwgll :0
Ew22 EWZZ
Uktad rownan rozwigzuje sig¢ symbolicznie lub

numerycznie 1 otrzymuje sig¢ uSrednione wartosci:
Na’Nb7Nc’Nd7gll’g22 :

Ostatecznym krokiem jest obliczenie usrednionej
wartoéci modulu Younga oraz usrednionej warto$ci
wspotczynnika Poissona dla catego modelu kompozytu.
W tym przypadku model ten rozpatruje si¢ juz jako mo-
nolit rozciagany naprgzeniem oy; = 1 wzdtuz kierunku 1.

Naprezenia wzdhiz kierunku 2 redukuja — sig.
Z rownania
& =S,0; (16)
otrzymuje si¢:
—-— 1
g, (17)
Vo _Ellgzz

W celu obliczenia usrednionego modutu Younga
w osi 2 Ey oraz vi, laminatu model kompozytu (rys. 1)
nalezy podda¢ rozciaganiu sita jednostkowa wzdhuz osi
2 (zgodnie z rysunkiem 3) i1 przeprowadzi¢ analogiczne
obliczenia.
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Rys. 3. Ukltad naprezen $rednich w kompozycie rozciaganym sila jednost-
kowa w kierunku 2

Fig. 3. System of mean stresses in a composite during stretching by
elementary forces in 2 direction
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Z rysunku 3 wynikaja rownosci: gdzie:
= K _ K K w o w w

o +o, =1 o =C* e .0, =C" 8, (23)
o,+o,=0
lub (18) gw - grubos$¢ warstwy,
N +N. =1 g1~ grubos¢ kompozytu.

‘ ¢ Po podstawieniu réwnan (23) i (21) do rownania (22)
N, +N,=0 otrzymuje si¢

Wykonujac dziatania wedhug (13) i (14), dolaczajac
(18) i spetiajac uktad (8), tworzy si¢ uktad szesciu
réwnan liniowych:

N.+N, =1
N, +N,=0
N v N, —
e -g.,6,=0
Epll Epll
Nc _VplZNa —g g_— (19)
Ep22 Ep22 w22
N, N —
. _VW21 4 _gw822 :O
Ewll Ewll
N, v,.,N —
E 4 _#_gwgll =0

w22 w22

W wyniku rozwigzania ukladu otrzymuje si¢ usred-
nione warto$ci odksztatcen a,g_zz, ktére postuzg do
obliczenia usrednionej wartosci modulu Younga i wspot-
czynnika Poissona. Model kompozytu rozpatruje si¢ jako
monolit rozciagany naprezeniem oz, = 1 wzdhuz kierun-
ku 2. Naprezenia wzdhuzne kierunku 1 redukuja sig. Z
rownania (16), jak poprzednio, otrzymuje si¢:

E, =

1
z, (20)

Vip = —Lpé&y

WYZNACZENIE MODULU SPREZYSTOSCI
POSTACIOWEJ

Na podstawie zatozen [8], czyli
2h

gdzie:

g - odksztalcenia catego kompozytu,
SWI.]. - odksztatcenia pojedynczej warstwy,
wynika rownosé

o, g.=>0,"g, (22)
w=1

n
K _ gw w
C* =22 Cy

w=1 g K

24)

Zalezno$¢ pomigdzy tensorem podatnosci a sztywno-
$ci przedstawia si¢ w postaci

§S=C"' (25)

Po podstawieniu do réwnania (24) tensora sztywnoSci
warstwy ,,p” 1 ,,w” otrzymanych w wyniku przeksztal-
cenia odpowiednich tensorow podatnoéci za pomoca
wzoru (25) i przy zatozeniu, ze grubosci warstw w la-
minacie sa rowne, ostatecznie otrzymuje si¢ wzor na
tensor sztywnosci catego kompozytu
Ck =0.5C", +0.5C

ik ikl ikl

(26)

Stad modut Kirchhoffa na kierunku glownym dla catego
modelu kompozytu przyjmuje postaé

G,=C~K 27)

gdzie
K . ; .
C,, - stanowi sktadowa tensora sztywnosci catego kom-

pozytu obliczonego z réwnania (26).

Na podstawie wzoru (26) mozna takze obliczy¢ po-
zostale sktadowe tensora podatnosci CJ,CX,CK,CX,
ktére mozna przeksztalci¢ na state materiatowe, uzysku-

jac ponizsze zaleznosci:

o CKIZ o CKzl
vV, = V, =

12 C]( ’ 721 C.[(

2 1

— -
E11 - Cu (1_V12V21)
— -
E,, =Cy(1-v,v,)

(28)

POROWNANIE WYNIKOW DOSWIADCZALNYCH
Z TEORETYCZNYMI

Skuteczno$¢ przedstawionego algorytmu moze zostaé
sprawdzona jedynie poprzez poréwnanie z danymi do-
$wiadczalnymi, zamieszczonymi w tabeli 1. Wartosci
doswiadczalne statych materiatowych kompozytu epok-
sydowo-szklanego (e-glass/epoxy) oraz wyniki pomia-
row do obliczen wzigto z pracy [3]. Badaniu poddano
probki laminatu, sktadajace si¢ z 8 jednokierunkowo
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wzmocnionych warstw (grubo$¢ warstwy 0,20 mm).
Warstwy w kompozycie posiadaja poprzeczng strukturg
utozenia [0/90];. Poszczegdlne warstwy w laminacie
wykazuja inne wspotczynniki wypehienia zgodnie
z danymi zawartymi w tabeli 1. Stale materialowe dla
osnowy wynosza: E, = 3,5 GPa, v,1;, = 0,3 dla wtokna:
E,, =72 GPa, v,1, = 0,35. Niestety poza wynikami doty-
czacymi moduléow Younga dane doswiadczalne
w tym przypadku nie byty dostgpne.

Z tabeli tej wynika, ze w przedstawionym przypadku
nie ma powodu uwzgledniaé pozornego modutu Younga
wywotanego pofalowaniem wzmocnienia przynajmniej
przy rozciaganiu. Prawdopodobnie wplywa na to istnie-
nie osnowy, przynajmniej czgSciowo usuwajac zginanie.

TABELA 1. Poréwnanie wynikow teoretycznych z doswiad-
czalnymi moduléw Younga kompozytu epoksydo-
wo-

-szklanego o poprzecznej strukturze ulozenia
warstw wzmocnionych jednokierunkowo [0/90]s
TABLE 1. Comparison between theoretical and experimental
measurements of Young’s modulus of composite
E-glass/epoxy [0,90]

Wiyniki teore- Wiyniki teore-
Wspot- tyczne bez tyczne
L czynnik Dane doswiad- | uwzglednienia z uwzglednie-
p- wypehienia czalne pozornego niem pozornego
I modutu Younga | modutu Younga
widkna E, widkna E,
o
ER
2| 2| E E, E, E, E, E,
5 Z
= | 8
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GPa GPa GPa GPa GPa GPa
1 (043043 | 184 18,4 18,68 18,68 | 16,243 |16,243
2 10,10 | 0,60 | 11,97 | 24,57 | 11,24 24.6 6,91 9,75
3 10,20 | 0,60 | 15,41 | 25,14 | 14,68 | 25,15 | 7,932 | 10,064

Przedstawiany w tej pracy model dwuwarstwowego
laminatu o strukturze poprzecznej utozenia warstw
w kompozycie [0/90] i o réznym wspotczynniku
wzmocnienia tych warstw wykazuje w czasie jednokie-
runkowego rozciagania niesymetryczny rozklad naprg-
zen w warstwach, co powoduje powstanie momentu
gnacego. W pracach do§wiadczalnych stosuje si¢ probki
laminatu o symetrycznej budowie, ktére w czasie roz-
ciggania podlegaja ptaskiemu stanowi naprezen.
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