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PODATNOSCIOWE | SZTYWNOSCIOWE ROWNAN |JAKONSTYTUTYWNE
LEPKOSPREZYSTOSCI ZYWIC

Opracowano zmodyfikowany model reologiczny HWKK zywic z uwzglednieniem analiz wynikéw badan eksperymentalnych.
Model ten pozwala na symulacj¢ proceséw lepkosprezystych krotko-, Srednio- i dlugotrwalych w zywicy epoksydowej lub polie-
strowej, przy zalozeniu proceséw odwracalnych, pierwszego rzedu, wystepujacych w polimerowych kompozytach wiéknistych.
Sformulowano podatno$ciowe roéwnania konstytutywne liniowej lepkosprezystosci zywic, w wersji postaciowo-
-objetosciowej (3);. Zastosowano trzy liniowo niezalezne funkcje historii naprezenia (3),; do symulacji odksztalcen postacio-
wych. Odksztalcenia objetoSciowe sa symulowane jako idealnie sprezyste. Model reologiczny HWKK zywic zostal pozytywnie
zweryfikowany dla wybranych programoéw naprezenia.

Zmodyfikowany model HWKK jest opisany przez dwie stale sprezystosci oraz 6 stalych lepkosprezystosci (3 wspétezynniki
pelzania dlugotrwalego i 3 czasy retardacji). Opracowano algorytm identyfikacji (4, 5) stalych lepkosprezystosci i wyznaczono te
stale dla zywicy epoksydowej Epidian 53 oraz poliestrowej Polimal 109 (tab. 1). Wyniki eksperymentalne oraz optymalnie symu-
lowane pelzanie dla wybranej zywicy pokazano na rysunku 1.

Opracowano analityczna metod¢ odwracania podatnosciowych rownan Kkonstytutywnych lepkosprezystosci zywic.
W przedstawionej metodzie wykorzystuje si¢ przyblizone sztywnosSciowe réwnania konstytutywne lepkosprezystosci modelu
HWKK (9);, ktére symuluja przebiegi naprezen dewiatorycznych za pomoca trzech liniowo niezaleznych funkeji historii od-
ksztalcenia. W réwnaniach sztywnos$ciowych wystepuja dwie stale sprezystosci (te same co w réwnaniach podatno$ciowych) oraz
6 statych lepkosprezystosci, o przejrzystej interpretacji fizycznej (3 wspolczynniki relaksacji dlugotrwalej oraz 3 czasy relaksa-
cji). Naprezenia aksjatoryczne sa symulowane jako idealnie sprezyste. Stale lepkosprezysto$ci wystepujace w rownaniach sztyw-
nosciowych wyznacza si¢ analitycznie (21)-(25) z warunku zgodnosci Scislej i przyblizonej sztywnoS$ci zespolonej postaciowej. Re-
zultaty odwracania podatno$ciowych réwnan konstytutywnych pokazano na rysunku 2, przedstawiajacym
w skali pollogarytmicznej Scisla i przyblizona sztywno$¢ zespolona postaciowa wybranej zywicy.

Stowa kluczowe: Zywice, r6wnania konstytutywne podatno$ciowe i sztywno$ciowe, stale materialowe, identyfikacja

CONSTITUTIVE COMPLIANCE/STIFFNESS EQUATIONS OF VISCOELASTICITY FOR RESINS

A modified rheological model HWKK for resins has been developed, taking into consideration the results of analysis
of the experimental investigations. This model makes possible to simulate short-, medium- and long-lasting viscoelastic pro-
cesses in epoxy or polyester resin, provided that the processes are reversible and of the first-rank type. These assumptions are
satisfied for fibrous polymeric composites. Constitutive compliance equations of linear viscoelasticity have been formulated, in
the shear-bulk version (3);. The shear (distorsional) deformations are simulated with three linearly independent stress-history
functions (3);3. The bulk (voluminal) deformations are simulated as ideally elastic. The HWKK rheological model for resins has
been positively validated for selected stress programmes.

The modified HWKK model is described with two constants of elasticity and 6 constants of viscoelasticity, i.e. 3 long-lasting
creep coefficients and 3 retardation times. An algorithm for identification of constants of viscoelasticity has been
developed (4, 5) and these constants have been estimated for Epidian 53 epoxy as well as Polimal 109 polyester resin
(Table 1). The experimental results and the optimally simulated creep processes are illustrated in Figure 1 for selected resin.

An analytic method for reversal of the constitutive compliance equations of viscoelasticity has been developed.
The method uses the approximate constitutive stiffness equations of viscoelasticity of the HWKK model (9);, which simulate
time histories of the deviatoric stresses with three linearly independent strain-history functions. In the stiffness equations there
occur 2 constants of elasticity (the same as in the compliance equations) as well as 6 constants of viscoelasticity of clear physical
interpretation (3 long-lasting relaxation coefficients and 3 relaxation times). The axiatoric stresses are simulated as ideally elas-
tic. The constants of viscoelasticity, describing the stiffness equations, are derived from the condition of coincidence of the exact
and approximate shear complex stiffnesses (21)-(25). The results of reversal of the constitutive compliance equations are illus-
trated in Figure 2, presenting the exact and approximate shear complex stiffnesses for selected resin.

Key words: resins, constitutive compliance/stiffness equations, material constants, identification

WSTEP trzymatosci doraznej na rozciaganie. Procesy reologicz-

Zywica epoksydowa i poliestrowa naleza do po-
wszechnie stosowanych matryc polimerowych kompozy- ne w zywicach, m.in. pelzania i relaksacji, sa wowczas
tow wioknistych. W praktyce poziomy naprezen odwracalne, pierwszego rzedu, ale, jak pokazuja ekspe-
w zywicach nie przekraczaja wowczas 30% ich wy-
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rymenty, nie daja si¢ symulowa¢ za pomoca pojedynczej
funkcji tworzacej w klasie funkcji wyktadniczych.

Modelowaniu zywic w zakresie liniowo lepkosprezy-
stym w wersji podatno$ciowej po§wigcone sa m.in. prace
[1-8]. Rabotnow [1] zastosowal wybrana funkcje wy-
ktadnicza utamkowa jako funkcje¢ historii naprgzenia
normalnego. T¢ sama funkcjg zastosowal Wilczynski
[2], wprowadzajac catkowe przedstawienie tej funkcji
oraz niezalezna symulacjg lepkosprezystych odksztatcen
postaciowych i objetosciowych. Jest to tzw. model HW.
Model HW zostat praktycznie zastosowany w pracy [3],
gdzie do modelowania lepkosprezystego zywicy epoksy-
dowej wykorzystano przebiegi petzania postaciowego i
objetosciowego tworzywa sztucznego, podane w mono-
grafii [4].

Lepsze dopasowanie do wynikow eksperymentalnych
w zakresie pelzania zywic uzyskano dla modelu HWKN
[5], opisujacego pelzanie pierwszorzedowe
i drugorzgdowe zywic. Model mechaniczny HWKN
sktada si¢ z eclementéw Hooke’a, Wilczynskiego,
Kelvina i Newtona; jest opisany przez 2 state sprgzys-
tosci oraz 12 statych lepkosprezystosci (2 wspotczynniki
pelzania dtugotrwatego, 4 utamki, 6 czaséw retardacji).
Algorytm identyfikacji statych lepkosprgzystosci jest
czgSciowo niejednoznaczny, tzn. mozna Wwyznaczy¢
wiele zestawow warto$ci stalych przy zalozonym big-
dzie aproksymacji.

Eksperymentalna walidacja modelu HWKN dla wy-
branych programow napre¢zenia data wyniki negatywne.
Opracowano zatem kolejny model reologiczny HWKK
[6], uzyskujac dobra zgodnos¢ procesow symulowanych
i eksperymentalnych w prébach walidacyjnych, zaréwno
dla zywicy epoksydowej, jak 1 poliestrowej. Model
HWKK w wersji sformutlowanej w [6] jest opisany
przez 2 stale sprezystosci oraz 7 statych lepkosprezysto-
Sci (4 wspodtczynniki petzania dlugotrwalego, 3 czasy
retardacji). Model uzaleznia od siebie dwa wspotczyn-
niki pelzania dlugotrwalego oraz nie wykorzystuje eks-
perymentalnie stwierdzonego faktu, ze odksztalcenia
objetosciowe majg charakter sprezysty [7].

W niniejszej pracy opracowano zmodyfikowany mo-
del reologiczny HWKK zywic, z uwzglednieniem do-
tychczasowych analiz wynikow badan eksperymental-
nych. Sformutowano podatno$ciowe rownania kons-
tytutywne liniowej lepkosprezystosci tego modelu,
W wersji postaciowo-objetosciowej, opisujace izoter-
miczne procesy lepkosprezyste krotko-, srednio- 1 dtugo-
trwate, odwracalne, pierwszego rzedu. Odksztalcenia
postaciowe sa symulowane przez trzy liniowo niezalez-
ne funkcje historii naprezenia. Odksztatcenia objgto-
Sciowe sa symulowane jako idealnie sprezyste. Odwzo-
rowanie mechaniczne tego modelu sktada si¢ z elemen-
tow Hooke’a, Wilczynskiego oraz dwoch elementow
Kelvina, potaczonych szeregowo.

Problem odwracania podatno$ciowych rownan kon-
stytutywnych lepkosprezystosci zywic byl analizowany

m.in. w pracach [2, 9, 10]. W monografii [2] sformuto-
wano podatno$ciowe i sztywno$ciowe rownania konsty-
tutywne odpowiadajace modelom HK, HW, przy zatoze-
niu lepkosprezystych odksztatcen postaciowych i objg- -
to$ciowych.

W pracy [9] rozwazono modele bardziej ztozone,
HKN, HKK, HWK, z ktérych ostatni (HWK) jest przy-
datny do modelowania procesow odwracalnych krotko- i
sredniotrwatych w zywicach. W przypadku modeli HKN,
HKK podatno$ciowe rownania konstytutywne odwrocono
analitycznie, wykorzystujac tylko transformaty Lapla-
ce’a. Odnosnie do modelu HWK wspomniano o mozli-
woSci numerycznego odwrocenia rownan podatnoscio-
wych za pomoca odwrotnej transformacji Laplace’a.

Probg numerycznego odwrocenia podatnosciowego
rownania konstytutywnego postaciowego, opisujacego
model HWKN podjeto w pracy [10]. Zaproponowano
wyznaczanie statych lepkosprezystosci z warunku dopa-
sowania transformat Laplace’a, odpowiadajacych row-
naniu podatnosciowemu oraz przyjetemu rownaniu
sztywno$ciowemu. Zastosowano metodg systematyczne-
go przeszukiwania, co w przypadku relatywnie duzej
liczby zmiennych decyzyjnych (6) i bardzo rozlegtych
przedzialdow przeszukiwania prowadzi do algorytmu
nieefektywnego numerycznie. Ponadto, transformaty
Laplace’a dopasowywano, przyjmujac rzeczywiste,
a nie zespolone, wartosci parametru transformat.

W niniejszej pracy opracowano analityczng metode
odwracania podatno$ciowych réwnan konstytutywnych
lepkosprezystosci zywic, opisujacych zmodyfikowany
model reologiczny HWKK.

PODATNOSCIOWE ROWNANIA KONSTYTUTYWNE
SPREZYSTOSCI ZYWIC

W modelowaniu zywic, jako matryc polimerowych
kompozytéw widknistych, powszechnie zaklada si¢
izotropowos$¢ oraz liniowo$¢ zwiazkow Kkonstytutyw-
nych. Podatno$ciowe réwnania konstytutywne sprezys-
tosci, w sformutowaniu kierunkowym, w notacji macie-
rzowej maja znang posta¢ (m.in. [5])

el s, S, S, 0 0 0][on]
£y S, S, 0 0 0|0y,
S_SG gzz _ Sl 0 O 0 . O-zz
IR - S 0 0oy,
gxz SS 0 ze
€y | | sym. SS_ | O |
S =1, 5,--Y 5 -5-5
1 E’ 2 E’ K 1 2
(1)

gdzie: xyz - kartezjanski uktad wspotrzednych, € - wek-
tor odksztatcen kierunkowych, ¢ - wektor naprezen
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kierunkowych, S - macierz podatnoSci sprezystych,
E - modut Younga, v - stala Poissona.

Podatnos$ciowe réwnania konstytutywne sprezystosci,
W wersji postaciowo-objgtosciowej, w notacji macie-
rzowej maja forme [5]:

g, =S50

s g, = 5,0,

as=(I—A)a, cs=(I—A)c, €, =Ag, 6, =Ac

1 1
1

— i —
SO OO

I=diag(1,1,1,1,1,1), A :%

S OO o0
OO OO OO

gdzie: ¢,,0,,¢,,6, - dewiator odksztalcen, dewiator
naprgzen, aksjator odksztalcen i aksjator napregzen
(w zapisie macierzowym), S, - podatno$¢ sprgzysta
postaciowa, S, - podatno$¢ sprezysta objgtosciowa,
G - modut Kirchhoffa, B - modut Helmholtza, przy czym
S=S.(I-A)+S,A.

PODATNOSCIOWE ROWNANIA o
KONSTYTUTYWNE LEPKOSPREZYSTOSCI ZYWIC
W WERSJI POSTACIOWO-OBJETOSCIOWEJ

Analiza wynikéw badan eksperymentalnych w za-
kresie odksztatcen probek rozciaganych jednokierunko-
wo wedlug wybranych programéw naprezenia [5-7]
prowadzi do wniosku, ze podatnosciowe rownania kon-
stytutywne lepkosprezystosci zywic, w wersji postacio-
wo-objetosciowej, mozna przyja¢ w postaci

g, (1)=5,()®0,(t). £,(:)=5,-0,()
S (t)=5,[1+ ia;,jp,(z— 9)d 9

- | 3)
Fo(t)=ao_‘(;e “WIEN(E)dE, A(Cme

E(t)=ae™", Fy(t)=aye™, 0¢j=i= Jj=0,12
7.
j

We wzorach (3) wprowadzono nastgpujace nazew-
nictwo: ¢ - zmienna czasowa, ® - operator splotu, S, (¢)

- podatno$¢ czasowa postaciowa, Fy(f) - funk-
cja wykladnicza utamkowa Rabotnowa-Wilczynskiego
z ulamkiem p = 0,5, Fi(f), Fx(t) - funkcje wyktadnicze
zwykle, @ =012, - wspotczynniki pelzania dhugo-

trwalego, 7;,,j=0,1,2, - czasy retardacji (r6znych

rzedow).

Interpretacja wzorow (3) jest nastgpujaca: Podatnosé
czasowa postaciowa jest zdefiniowana przez trzy linio-
wo niezalezne funkcje historii naprezenia. Funkcja F(f)
wplywa na odksztalcenia krotko-, $rednio- i dlugotrwate.
Funkcja Fi(f) ma wplyw na odksztalcenia S$rednio-
i dlugotrwate. Ostatnia funkcja F,(f) ma wplyw tylko na
odksztatcenia dlugotrwate. Dewiator odksztatcen jest
lepkosprezysty; odpowiada mu model mechaniczny
HWKK (uktad elementéw Hooke’a, Wilczynskiego,
Kelvina, Kelvina, potaczonych szeregowo [6]), opisany
przez dwie stale sprezystosci (E ,v lub G,B) oraz
6 statych lepkosprezystosci (@;,7;,/=0,1,2). Aksja-
tor odksztatcen jest spr¢zysty. Rownania (3); opisuja
procesy lepkosprezyste w zywicach w warunkach izo-
termicznych (w temperaturze pokojowej), pierwszego
rzedu, odwracalne.

Podatnosciowe réwnania konstytutywne lepkospre-
zysto$ci, opisujace zmodyfikowany model HWKK,
mozna rowniez sformutowa¢ w wersji kierunkowej, bez
wprowadzania nowych statych materiatowych.

IDENTYFIKACJA STALYCH
LEPKOSPREZYSTOSCI ZYWICY EPOKSYDOWEJ |
POLIESTROWEJ

Rozpatruje si¢ petzanie klasyczne probek walcowych
wykonanych z danej zywicy, rozciaganych jednokierun-
kowo. Program naprgzenia ma postaé on(f) =
= Ow - H(®), o = 0,3R,, gdzie: x - o probki, H() -
funkcja Heaviside’a, R,, - wytrzymato$¢ natychmiastowa
na rozciaganie. Rownania opisujace pelzanie dla
¢t > 0 maja postac:

g,(t)=5,(0)-0,, £, =5, -0,

ss<r>=s{1+iw‘,¢,<t>} li=1- e ek

J=0

p,(t)=1-¢“", j=1,2

C))

Z réwnan macierzowych (4); wynikaja nastgpujace
zaleznosci migdzy pierwszymi sktadowymi dewiatoréw i
aksjatorow naprezen i odksztalcen: gls(t)=Ss(t)-ols,

&y = Sp - Oy, Przy czym:
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)= 2 pul)-2,0)). 0 =30

6]
1
€1p (t) = 5 [gxx (Z)+ 2‘9}9/ (Z)] > Op = %O-xx

Przebiegi odksztalcen kierunkowych &, (t), Eyy (t)
moga by¢ tatwo zmierzone eksperymentalnie. Badania
petzania probek z zywicy epoksydowej (Epidian 53)
i poliestrowej (Polimal 109) przeprowadzono w latach
2000-2001 w Laboratorium Wytrzymatosci Materialow
IMMT WM WAT i szczegdtowo opisano w [6].

W niniejszej pracy state lepkosprezystosci wystepu-
jace w rownaniach (3) wyznaczono w trzech etapach. W
etapie 1 wyznacza si¢ stale @,, 7, na podstawie pelza-

nia krotkotrwalego, opisanego formuta przyblizona
&, (1)~ S,[1+ @@, (t)loy,, 1 €(0,T,). Punkty kolokacji
wybiera si¢ quasi-rownomiernie, w skali logarytmicznej,
w wymienionym przedziale czasu. Z testow wstgpnych
wynika, ze dla zywic T, = 3 h. Minimalizuje si¢ btad
wzgledny & migdzy pelzaniem symulowanym
a petzaniem eksperymentalnym, w punktach kolokacji.
Minimalna liczba punktow kolokacji wynosi n, =2.
W nieliniowym zadaniu optymalizacyjnym przyjgto
ny =15, estymujac state @,,7, metoda systematyczne-
go przeszukiwania, w petli iteracyjnej. Iteracja polegata
na stopniowym zawe¢zaniu dwoch przedziatow przeszu-
kiwania, z jednoczesnym zwigkszaniem doktadno$ci
estymacji do warto$ci Aw, =0,01, Az, =0,01h.

W etapie 2 wyznacza si¢ stale @,,7; na podsta-
wie pelzania krotko- i $redniotrwatego, opisanego for-
mula przyblizona & (t) =S, [1 + w0, (t)+ 0,0, (t)]als ,
te (O,Tl). Z testow wstepnych wynika, ze dla badanych
zywic T} = 50 h. Przyjeto n; = 22. State @,,7, estymo-
wano analogicznie jak w etapie 1, przy czym
Aw,; =0,01, Az, =0,1h.

TABELA 1. Wartosci stalych materialowych sprezystosci i
lepko- sprezystosci badanych zywic (réwnania po-
datnoSciowe)

TABLE 1. Values of material constants of elasticity and vis-

coelasticity of the examined resins (compliance

equations)
Stata materialowa Epidian 53 Polimal 109

E, GPa 3,14 4,28

v 0,418 0,363

[ 0,19 0,52

[l 0,16 0,40

o) 1,24 1,28

7, h 3,13 1,69

7, h 55,1 69,8

»,h 2480 2590

W etapie 3 wyznacza si¢ stale @,,7, na podstawie
pelzania krotko-, Srednio- i dtugotrwatego w przedziale
te(O,Tz). Z testow wstgpnych wynika, ze 7, = 50 h.
Przyjeto ny = 30. State @,,7, estymowano analogicznie
jak w etapach 112, przy czym Aa, = 0,01, A, =10 h.

Wyzsza dokladnos¢ estymacji statych lepkosprezy-
stoSci w poszczegdlnych etapach jest nieuzasadniona ze
wzgledu na ograniczona doktadno$¢ pomiaréw odksztat-
cen. Wryniki identyfikacji  statych  sprezystosci
i lepkosprezystosci badanych zywic zestawiono w tabe-
li 1. Bledy wzgledne & odchylenia symulowanej krzywej
petzania postaciowego od wartosci eksperymentalnych
wyniosty < 0,6% dla Epidianu 53 oraz < 0,8% dla Poli-
malu 109. Doktadno$¢ modelowania lepkosprezystego
zywic pokazano na rysunku 1 przyktadowo dla zywicy
epoksydowej. Odksztatcenia wystgpujace na rysunku 1
zdefiniowano we wzorach (5).

Rys. 1. Pelzanie klasyczne probki z Epidianu 53. Symulowane pelzanie
postaciowe i objgtosciowe na tle wartosci eksperymentalnych. Na-
prezenie rozciagajace G, = 15,6 MPa

Fig. 1. Classical creep of the sample made of Epidian 53 epoxy.
The simulated shear and bulk creep backgrounded with the expe-
rimental values. Tensioning stress oy, = 15,6 MPa

SZTYWNOSCIOWE ROWNANIA KONSTYTUTYWNE
SPREZYSTOSCI | LEPKOSPREZYSTOSCI ZYWIC

SztywnoS$ciowe réwnania Kkonstytutywne liniowej
sprezystosci materiatu izotropowego, w wersji postacio-
wo-objetosciowej, otrzymuje si¢ tatwo z rownan (2);:

o, =Cgs

&5 6, =G5y (6)
gdzie: C, =2G, C, =3B sa odpowiednio sztywno$cia
sprezysta postaciowa i objetoSciowa. Sumujac réwnania
(6), z uwzglednieniem zalezno$ci (2), otrzymuje si¢
sztywnoséciowe rownania konstytutywne sprezystosci, w
wersji kierunkowe;j:
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c=Cs¢
¢ ¢ ¢ 0 0 0]
G G 0 0 0
C=Cl1-A)+GA= G200l
S C 0
sym. G |

przy czym kierunkowe sztywnosci sprezyste wyrazaja
si¢ wzorami:

G :%(3B+4G), C, :%(38—2G) (8)

Przyblizone sztywnosciowe rownania konstytutywne
liniowej lepkosprezysto$ci zywic, w wersji postaciowo-
-objgtosciowej, opisujace zmodyfikowany model HWKK,
przewiduje si¢ w postaci:

o, (1)=C,()®g,(1), 0,(1)=C,-5,(0)

S

C )=, l—Zzllrijj(t—g)dg . B _ 1
0 7.

Jj=0 7y

J=0.12, Ky(t)=B,[e P en¢E)dé, K\(t)= Be™
0

K, ()= B ™ 9)

We wzorach (9) wprowadzono nastgpujace oznacze-
nia: Cy(?) - sztywno$¢ czasowa postaciowa, Ko(7) - funk-
cja wyktadnicza uwtamkowa Rabotnowa-Wilczynskiego z
utamkiem ¢ = 0,5; Ki(¢), Kx(¢) - funkcje wyktadnicze
zwykle, k;,j=0,1,2, - wspolczynniki relaksacji dtugo-

trwalej, 7,;,/=0,1,2, - czasy relaksacji (roznych rzg-

dow).

Interpretacja wzoréw (9) jest nastepujaca: Sztywnosé
czasowa postaciowa jest zdefiniowana przez trzy linio-
wo niezalezne funkcje historii odksztalcenia. Funkcja
Ko(f) ma wptyw na napr¢zenia dewiatoryczne krotko-,
$rednio- 1 dlugotrwate. Funkcja K(f) ma wplyw na na-
prezenia Srednio- 1 dhugotrwate. Ostatnia funkcja K5(7)
ma wplyw tylko na napr¢zenia dlugotrwate. Dewiator
tensora naprezen jest lepkosprezysty, natomiast aksjator
- sprezysty. Sztywnosciowe rownania Konstytutywne sa

opisane przez dwie stale Sprezys-
tosci (G, B) oraz 6 statych lepkosprezystosci (k;,7,;,
j=0,12).

Przyblizone sztywnosciowe rownania konstytutywne
lepkosprezystosci zywic mozna réwniez sformutowaé w
wersji  kierunkowej, bez wprowadzania dodatkowych
statych materiatowych.

WYZNACZENIE SCISLEJ | PRZYBLIZONEJ
SZTYWNOSCI ZESPOLONEJ POSTACIOWEJ

W celu uzyskania przejrzystych rozwazan w niniej-
szym punkcie pomijamy indeks ( );. Do wyznaczenia
$cistej podatnosci zespolonej postaciowej oraz przybli-
zonej sztywnos$ci zespolonej postaciowej zastosowano
metodyke zblizona do metodyki opisanej w monografii
[2].

Pojedyncze réwnanie w rdwnaniu macierzowym (3),
przepisujemy w postaci

o(0)=S() @0, S(t)z%{l v z wjipj (t—g)dg}
(10)

Transformacja Laplace’a na rownaniu (10); daje w wy-
niku réwnanie algebraiczne

)= Sl o). Sa)= o 1+ S0P 0| v

gdzie g jest zespolonym parametrem transformaty, na-
tomiast:

T 1

, Fy(q)= (12)
1+—

a, o @,

s transformatami Laplace’a funkcji historii naprezenia.
Przechodzac w rownaniu (11); do ustalonych procesow
harmonicznych z czestoscia p [h'], tzn. przyjmujac

g(t)= g, o(t)=ce?, i=~-1, t— o0, mamy:
2 —_—

=5 ot 5'o)= 1 S i) 0
=0

przy czym [2]:
Flip)=F;(p)+iF; (p)

P P
2a,

1?6(P)=ﬁ,Fd'(P)=—ﬁ
1+ |2 2 1+ |2 2
+ o, +a0 + a, +a0

Sktadowe IFJ(p) ,Fj"(p), j =1, 2, odpowiadajace zwyk-

(14)

tym funkcjom wyktadniczym, mozna znalez¢ w [2].

Po podstawieniu wzoréw (14) do wzoru (13), otrzymuje
si¢ formule koncowa na $cista podatnos¢ zespolona po-
staciowa:
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S 0)-S )5 o) (o)1 1+ S0, 70)|

$(0)= 35 20,7 )

L
2G
(15)

Odwrocenie réwnania (13); prowadzi do zwiazku

o(t)=C"(p)- &lt). w ktorym C*(p) jest Scista sztyw-
nos$cig zespolona postaciowa, okreslong przez wzory

=C(p)+iC'(p). C'(p)=

(16)

v S(p)
clr) s (o) +Is" (o)}

Pojedyncze rownanie w rownaniu macierzowym (9);
przepisujemy w postaci

o(t)=Ct)®e(t), Ct)= 2({1 - Zz:’?/j

Jj=0 0

Kj(t—g)dg}
(17)

Transformacja Laplace’a na rownaniu (17); daje w
wyniku réwnanie algebraiczne

5(q)=Cla)-2la). 6@):2{1—2/«_,1?,@)} %)

gdzie transformaty Laplace’a K j (q) wyrazaja si¢ wzo-
rami analogicznymi jak dla IFJ(q), j=0,1,2, przy czym

zamiast o; nalezy podstawic¢ f3;, 7 =0, 1, 2. Przechodzac
w rownaniu (17); do ustalonych procesé6w harmonicz-
nych, otrzymuje si¢:

oA)=C (o)) € )-20 1= S, )

K,(ip)=K (p)+iK (p)

—n

Czesci rzeczywiste 1 urojone E}(p), K j(p) wyra-

zaja si¢ wzorami analogicznymi jak dla E(p),

Fj"(p), j=0,1,2, przy czym zamiast o; nalezy pod-

stawi¢ fB;, j = 0, 1, 2. Koncowe wzory na przyblizona
sztywnos¢ zespolong postaciowa przyjmuja forme:

WYZNACZENIE STALYCH MATERIALOWYCH
Kj Tfj!j = 01 1! 2

Dla p > oy (procesy krotkotrwale) wplyw funkcji
tworzacych o numerach j = 1,2 jest pomijalny; otrzymu-
jemy wowczas zredukowany model HW, ktoremu od-
powiadaja nastgpujace formuly Sciste na czgsci rzeczy-
wiste podatnos$ci i sztywnosci zespolonej [2]

S(p)=5gl+afp)) ¢ p)-20-xK(p)] @0

przy czym dla funkcji wykladniczej Rabotnowa-Wil-
czynskiego z utamkiem g =0,5 mamy

@y

Ky = ) ﬁo=(1+wo)2a0

(22)
1+,

Dla p = a; (procesy krotko- i $redniotrwale) tylko
wplyw funkcji tworzacej o numerze j = 2 jest pomijalny;
otrzymujemy zredukowany model HWK. We wzorach
(15), nalezy pomina¢ sktadniki odpowiadajace j = =
natomiast wzory (20) redukuja si¢ do postaci

Cv(al): 2G[1 - Kol?é(al)_Kll?{(al )]
C"(al): _2G[Kol?(;(a1)+ Kll?ln(al )]

Jesli po lewej stronie formut (23) wstawimy warto$ci
Sciste, okreSlone wzorami (16), to otrzymamy uktad
dwoch rownan algebraicznych z dwiema niewiadomymi,
ktérego rozwiazanie ma postac:

B! A — C'()
S A+l B =Dl 4 = 1- K Ky (a) -2
K 1+Al:ﬁ1 B &y, 4 Ky 0(0‘1) G
. c'
B :KoKo(a1)+ 2(2!1)
(24)

Dla p = o, (procesy krétko-, rednio- i dlugotrwate)
uwzgledniamy pelny model HWKK. Z warunku rownos-
ci czescel rzeczywistych Scistej 1 przyblizonej sztywnosci
zespolonej oraz réwnosci odpowiednich czgéci urojo-
nych otrzymuje si¢ uktad rownan algebraicznych, ktore-
g0 rozwiazanie ma postac:
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B? A
Ky=d,+—2, B ="2a
2 2 A2 2 B2 2
_, _ ol
A4, =1-x,Kylay)-x,K,( )—2(—22) (25)
. . ok
Bz=K0K0(a2)+K1K1(a2)+ 2(22)

Powyzsza procedurg powtarzamy w petli iteracyjnej,
uwzgledniajac petny model HWKK rowniez przy wy-
znaczaniu parametrow &, . W k-tej iteracji nalezy
przyjac¢ wartosci ks, [, z iteracji (k-1).

Miara dopasowania sg wzgledne odchylenia przybli-
zonej sztywnosci zespolonej postaciowej (20) od sztyw-
nosci $cistej (16), obliczane klasycznie, oddzielnie dla
czedci rzeczywistych (8°) 1 urojonych (8”). Przedziat
zmiennos$ci czgstosci p obejmuje oy, ap, o3, ktore dla
analizowanego modelu sa roznych rzgdow.

Wiyniki obliczen dla zywicy epoksydowej (Epidian 53) 1
poliestrowej (Polimal 109) zestawiono w tabeli 2. Czas
obliczen na PC nie przekraczat 1 s dla danej zywicy.
Proces iteracyjny jest zbiezny; wartosci stalych lepko-
sprezystosci ustalajq si¢ po 6-7 iteracjach, z doktadno-
scia do 5 cyfr znaczacych. Wartosci stalych materiato-
wych: E,v,0,,0,,0,,7,,7,,7,, Stanowigce zbior da-
nych wej$ciowych, podano w tabeli 2.

TABELA 2. Wartosci stalych materialowych sprezystosci
i lepkosprezystosci badanych zywic (réwnania
sztywnosciowe)
TABLE 2. Values of material constants of elasticity and visco-
elasticity of the examined resins (stiffness equa-

tions)
stata materiatowa Epidian 53 Polimal 109

G, GPa 1,11 1,57

B, GPa 6,40 5,21

Ko 0,160 0,342

Ki 0,106 0,145
K 0,350 0,202

7o, h 2,21 0,731

%1, h 44,7 48,3

T, h 1280 1530

Rys. 2. Scista i przyblizona sztywnosé zespolona postaciowa zywicy epok-
sydowej Epidian 53

Fig. 2. The exact and approximate shear complex stiffhesses for Epidian 53
epoxy

Dopasowanie sztywno$ci zespolonych pokazano
na rysunku 2, przykladowo dla zywicy epoksydowe;j,
w skali pétlogarytmicznej. Odchylenia wynosza: 6° =
=0,06%, &” = 0,53% dla Epidianu 53 oraz &’ = 0,16%,
57 =1,03% dla Polimalu 109.

WNIOSKI

Zmodyfikowany model HWKK pozwala na symula-
cje izotermicznych procesow lepkosprezystych krotko-,
$rednio- 1 dlugotrwatych w Zywicach, jako matrycach
polimerowych kompozytéw widknistych. Model ten jest
opisany przez relatywnie mata liczbg stalych materiato-
wych. Identyfikacja statych lepkosprezystych jest jedno-
znaczna. Metoda odwracania podatno$ciowych rownan
konstytutywnych modelu HWKK jest analityczna, jed-
noznaczna i o wysokiej doktadnos$ci.

LITERATURA

[1] Rabotnow J.N., Elements of viscoelastic mechanics of sol-
ids (in Russian), Nauka Press, Moscow 1977.

[2] Wilczynski A.P., Mechanika polimerow w praktyce kon-
strukcyjnej, WNT, Warszawa 1984.

[3] Wilczynski A.P., Klasztorny M., Determination of complex
compliances of fibrous polymeric composites, J. Composite
Materials 2000, 34, 1, 2-26.

[4] Wilczynski A.P., Wybrane problemy badania wlasno$ci
mechanicznych liniowo sprezystych ciat statych, OWPW,
Warszawa 1968.

[5] Klasztorny M., Wilczynski A.P., Witemberg-Perzyk D., A rheo-
logical model of polymeric materials and identification of
its patrameters, J. Theoretical & Applied Mechanics 2001,
39,1, 13-32.

[6] Klasztorny M., Gieleta R., The HWKK rheological model
for resins, J. Theoretical & Applied Mechanics 2002, 40, 4,
939-960.

[7] Klasztorny M., Wilczynski A.P., Constitutive modeling of
polymeric resins based on shear and bulk creep, 2™ Euro-
pean Conf. on Computational Mechanics ECCM-2001, Cra-
cow 2001, CD Conf. Proceed., Paper No 111, 1-14.

[8] Klasztorny M., Wilczynski A.P., Viscoelastic modelling of
fibre-reinforced resin matrix composites, 1% Int. Conf. on
High Performance Structures & Composites, Seville 2002,
231-242.

[9] Wilczynski A.P., Tworzenie i stosowanie zwiazkow konsty-
tutywnych lepkosprezystych kompozytow polimerowych,
Mat. 3. Szkoty Kompozytow nt. Modelowanie i analiza ma-



250 M. Klasztorny

teriatow 1 elementéw kompozytowych, Wista 2001, 249-

259.
[10] Kaniewski J., O mozliwoséciach odwracania pewnych zalez- Recenzent
nosci konstytutywnych materialow lepkosprezystych, Ra- Stanistaw Mazurkiewicz

port badawczy nr IMiK/ZM/3/2001, Instytut Mechaniki i
Konstrukeji PW, Warszawa 2001.



