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MODELOWANIE POLIMEROWYCH KOMPOZYTOW WELOKNISTYCH
W ZAKRESIE LEPKOSPREZYSTYM

Opracowano analityczna metod¢ modelowania kompozytu polimerowego, wzmocnionego wloknem cigglym ulozonym jed-
nokierunkowo (pojedyncza warstwa laminatu). Przyjeto, Ze osnowa polimerowa jest materialem izotropowym lepkosprezystym,
opisanym przez model HWKK, natomiast wlkna sa wykonane z materialu monotropowego sprezystego. Sformulowano przybli-
zone rownania konstytutywne lepkosprezystosci kompozytu po homogenizacji, opisane przez 5 stalych sprezystosci i 13 stalych
lepkosprezystosci. Opracowano algorytm wyznaczania tych stalych, ktory zaprogramowano w Pascalu. Podano przykiad mode-
lowania kompozytu w zakresie sprezystym i lepkosprezystym.

MODELLING OF FIBROUS POLYMERIC COMPOSITES
IN THE VISCOELASTIC RANGE

An analytical method for viscoelastic modelling of a fibre-reinforced resin-matrix composite has been developed, based on
the Wilczynski’s reinforcement theory, the HWKK rheological model for resins and the elastic-viscoelastic analogy.
The following assumptions have been adopted: 1) the matrix is a linear viscoelastic isotropic material, described by
the HWKK model [6]; 2) the fibres are made of a linear elastic monotropic material, with the direction of monotropy
coinciding the fibre’s axis; 3) the fibres are uniformly distributed in a hexagonal scheme; 4) the matrix - fibres contact is
protected during loading; 5) an ultra-thin intermediate layer between the matrix and the fibre is neglected; 6) the homo-
genised composite is modelled as a linear viscoelastic monotropic material, with the direction of monotropy coinciding
the fibres’ alignment. The Wilczynski’s reinforcement theory, used in the method of viscoelastic modelling, is based on four
tasks of the Lamé type and Hill’s assumption.

Constitutive equations of viscoelasticity, describing the HWKK model of a resin matrix, are formulated in the shear-
-bulk description (Eqs (1)-(5)), using three generating functions, i.e. a fractional exponential function and two normal exponen-
tial functions. This model, reflecting short-lasting and long-lasting first-rank reversible creep, is described by 9 material con-
stants [6], collected in Table 1 for two basic resins (epoxy and polyester). The approximate constitutive equations for
the homogenised composite, described by 5 elastic constants and 13 viscoelastic constants, have been formulated as Eqs (6), (7).
An analytic method, for deriving the viscoelastic constants of the final material, is composed of five stages: 1) analytic derivation
of the elastic compliances of the composite; 2) analytic derivation of the shear and bulk complex complianes
of the matrix; 3) analytic derivation of the exact complex compliances of the composite, using the elastic - viscoelastic
analogy; 4) analytic derivation of the approximate complex compliances of the composite; 6) analytic derivation
of 10 viscoelastic constants of the homogenised composite. The results of viscoelastic modelling of a composite are verified
by comparison of the approximate and the exact complex compliances of the composite. All stages have been described in
detail (Eqs (9)-(18)).

A computer aided algorithm for estimation of the composite’s material constants has been formulated, programmed and
tested on selected materials. The results of modelling, with the obtained high accuracy, for the VHDPE Tenfor SN1A
polyethylene/Epidian 53 epoxy composite are presented (Fig. 1).

WSTEP

Kompozyty polimerowe, wzmocnione wioknem ciag-
tym utozonym jednokierunkowo, oznaczone w niniejszej
pracy symbolem PKW, przejawiaja wiasciwosci lepko-
sprezyste, wynikajace przede wszystkim z relatywnie
duzych odksztalcen lepkosprezystych osnowy. Koncep-
cje modelowania PKW w zakresie lepkosprezystym
opracowal Wilczynski i opublikowatl w pracach [1-3].
Rozwinigcie tej koncepcji oraz rozwiazanie problemow
szczegOtowych zawieraja prace [4-6].

Na podstawie badan eksperymentalnych wiasnych,
przeprowadzonych na probkach pretowych wykona-

nych z zywicy epoksydowej lub poliestrowej, rozciaga-

! prof. dr hab. inz., > dr hab. inz.

nych jednoosiowo w temperaturze pokojowej, wykazano,
ze przy poziomach napr¢zen rozciagajacych
o< 0,3R,, (R, - wytrzymato$¢ dorazna na rozciaganie)
wystepuje tylko pelzanie pierwszorzedowe odwracalne.
W pracy [6] opracowano model reologiczny zywicy
epoksydowej 1 poliestrowej, oznaczony symbolem
HWKK, odwzorowujacy z duza doktadno$cia ww. wa-
runki. Model HWKK, opisany przez 2 state sprezyste
oraz 7 stalych lepkosprezystych, zastosowano do mode-
lowania osnowy PKW.



98 A.P. Wilczynski, M. Klasztorny

STRUKTURA KOMPOZYTU | ZALOZENIA

Kompozyt sktada si¢ z osnowy i widkien ciagtych,
utozonych jednokierunkowo. Osnowa jest zywica epok-
sydowa lub poliestrowa, ktore naleza do polimerow
amorficznych termoutwardzalnych. Wtokna moga byc¢
m.in. weglowe, polietylenowe lub szklane.

W modelowaniu PKW w zakresie sprezystym i lep-
kosprezystym przyjeto nastepujace zatozenia:

1. Osnowa jest materialem izotropowym, liniowo lep-
kosprezystym, opisanym przez model HWKK.

2. Wiokna sa wykonane z materialu monotropowego,
liniowo sprezystego, o kierunku monotropii pokrywa-
jacym si¢ z osig widkna.

3. Rozmieszczenie wiokien w osnowie jest rownomier-
ne, heksagonalne w przekroju.

4. Po obciazeniu kontakt osnowa-wtokno jest zachowa-
ny.

5. Nie wyr6znia si¢ warstwy posredniej na styku osno-
wa-wlokno.

6. Kompozyt po homogenizacji jest materiatem mono-
tropowym, liniowo lepkosprezystym. Kierunek mo-
notropii pokrywa si¢ z kierunkiem utozenia widkien.

7. Kompozyt pozostaje w warunkach izotermicznych, w
temperaturze pokojowe;.

Homogenizacje kompozytu przeprowadza si¢ zgod-
nie z teoria wzmocnienia PKW, sformutowang w pra-
cach [7, 8] i rozwinigta w [4]. Kompozyt przed homoge-
nizacja jest traktowany jako zbior walcow witdkno-
-osnowa, ,,zanurzonych” w heksagonalnych pryzmach.
Zgodnie z zatozeniem Hilla [9] przyjmuje si¢, ze mate-
rial uzupehiajacy walce do pryzm heksagonalnych ma
wiasciwosci kompozytu po homogenizacji.

ROWNANIA KONSTYTUTYWNE
LEPKOSPREZYSTOSCI OSNOWY

Roéwnania konstytutywne opisujace model reologicz-
ny HWKK osnowy, przedstawione w pracy [6], moga
by¢ przeksztalcone do postaci separowanej (postaciowo-
objetosciowej)

es(t) = Ss(1) ® os(1), &) =Su(1) ®op(t) (1)
gdzie:
&s = Col(&w — &b, &y — &, &z~ &> &> Gz )
g, = col(&, &, &, 0, 0, 0)
o5 = col(Oxx — O, Gy — Op, Oz — Op, Oz, Oxzy Oxy)

Gp = COl(Gb: Op, Ob, 0: 0: 0) (2)
1 1
€p _g(gxx +8yy +szz)1 Oy _E(O-xx +0yy +o—zz)

We wzorach (1) 1 (2) wprowadzono nastgpujace
oznaczenia: xyz - dowolnie przyjety kartezjanski uktad

wspolrzednych; &g, €, - dewiator i aksjator tensora od-
ksztalcenia (W notacji macierzowej), os, 6, - dewiator
i aksjator tensora naprezenia (w notacji macierzowej),
Ss(?), Sp(f) - postaciowa 1 objgtosciowa podatnos¢ cza-
sowa (sprezysto-lepkosprezysta) materialu  izotropo-
wego. Podatno$ci czasowe wyrazaja si¢ wzorami:

t t
Ss(t)=59 {1 + w5, [®(t - 9)dI+ g, [ Fy(t - 19)d19}
0 0

S,(¢)= S,?{l + w,ﬂqul (t—9)d9+ wszFz(t - 19)dl9}

0

3)
gdzie:
Se :L’ sy _L, __E ,
2G 3B 2(1+v)
B E . 0, tVo, gy = W +VO
3(1-2v) 1+v 1+v
o, —2vo, @,y —2vo,
Wy = , Wy, =
12 T
Q)
przy czym:
() =yP()+(1-pnF@), 0<y<l
O =afe ™ EAE WdE, a=—-
0 Tw
sin 7y gut
A& w) = ,0<u<l,
& #) 14 2&# cos mu + E2# a (5)
Ft)=a,e ", al-:i, i=1,2,
Tki

Tgr 2> Ty Tk

Symbole wystepujace we wzorach (3)-(5) maja
nastgpujace znaczenie: SS0 ,Sl(,) - postaciowa 1 objgtos-
ciowa podatno$¢ sprezysta; G, B - moduly sprezystosci
postaciowej 1 objgtoSciowej materiatu izotropowego,
wyrazone przez modut Younga E i stata Poissona v; @y,
s - wspoOtczynniki okreslajace podatno$¢ postaciowa w
czasie nieograniczonym; api, @y - WspoOtczynniki okre-
$lajace podatno$¢ objgtoSciowa w czasie nieograniczo-
nym; @(f) - funkcja tworzaca odpowiadajaca pelzaniu
krotkotrwatemu (SLC); &(7), Fi(¢) - funkcja wyktadni-
cza utamkowa oraz funkcja wyktadnicza zwyklta, odpo-
wiadajace SLC; F(¢) - funkcja tworzaca (wyktadnicza
zwykta) odpowiadajaca petzaniu dhugotrwatemu (LLC);
1, W1, G, By - Wspolczynniki okreslajace podatnosci
kierunkowe w czasie nieograniczonym,; g - utamek defi-
niujacy rozktad czasu sprezystego nastepstwa A(E w);
- wlamek definiujacy kombinacje¢ liniowa funkcji @(7),
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Fi(9); ©w, w1, o - czasy sprezystego nastepstwa ele-
mentow lepkosprezystych modelu HWKK. Wartosci
parametrow A, u sa predefiniowane (1= 10,5, u=0,5).

Po dokonaniu przeliczen okreslonych we wzorach
(4), z uwzglednieniem wynikow identyfikacji podanych
w pracy [6], state materiatowe badanych zywic przyjmu-
ja wartosci podane w tabeli 1.

TABELA 1. Stale materialowe opisujace model postaciowo-

-objetosciowy HWKK dla badanych zywic
TABLE 1. Material constants describing the HWKK
shear-bulk model, for examined resins

- ti;?:fowa Epidian 53 Polimal 109
E, GPa 3,14 428
y 0,418 0,363
o, 0,319 0,819
om 0,0990 0,443
o, h 2 1
i, h 30 30
o 1,16 127
o 1,45 0,682
2o, h 1900 1600
ROWNANIA K_ONSTY,TUTYWNE
LEPKOSPREZYSTOSCI KOMPOZYTU
PO HOMOGENIZACUI

Zgodnie z wymienionymi zaloZeniami, w wyniku
homogenizacji kompozyt jest modelowany jako materiat
monotropowy, liniowo lepkosprezysty. Kierunek mono-
tropii (x) pokrywa si¢ z kierunkiem ulozenia wiokien,
natomiast ptaszczyzna izotropii (yz) jest prostopadta do
wiokien. Rownania konstytutywne lepkosprezystosci

kompozytu po  homogenizacji  przewiduje  si¢
W postaci [5]
&(1) = 8(1) ® o(1) (6)
gdzie:
e = col(&w, &y, &z, &z, s &)
6 = c0l(0xx, Oy, Oz, Oz, Oiz, Oxy)
(S, Sp S3; 0 0 0]
Sy S, 0 0 O
_ Sy 0 0 0
5= Sy 0 0 )
S 0
| sym. Se6

t t
Sy(t)="5Y 1+wjk/ljcbl(t—3)d9+wjk/2_[Fz(t—g)dg}
0 0

Jk=11,22,12,23,55

1 1 v,
Sh=— Sp=—, Sp=—"",
xx Eyy va
0 Ve 0 1
S23:_E} > S55_2G
w xy

We wzorach (6) i (7) poszczegdlne symbole maja
nastgpujaca interpretacje: xyz - kartezjanski uktad
wspot- rzednych, w ktorym o$§ x wyznacza kierunek
monotropii; €, ¢ - tensor odksztatcenia i naprgzenia (w
zapisie macierzowym); S(¢) - macierz podatno$ci cza-
sowych (podatnosci sprezysto-lepkosprezystych) mate-
riatu monotropowego; Si(f), jk = 11, 22, 12, 23, 55 -
pie¢ niezaleznych kierunkowych podatno$ci czasowych
materialu monotropowego; S?k, Jk=11,22,12,23,55 -

pie¢ niezaleznych kierunkowych podatnosci sprezystych
ma-terialu monotropowego; Ey., Ly, Vi, Vi, Gy - pied
nieza- leznych statych sprezystych kompozytu po homo-
geni-zacji (moduly Younga, stale Poissona, modut Kir-
chhoffa).

Nieznane pozostaja state lepkosprezyste w1, @, jk
=11, 22, 12, 23, 55, okreslajace podatnosci kierunkowe
nieograniczone w czasie, opisujace odpowiednio SLC i
LLC kompozytu. Algorytm wyznaczenia tych statych
zostanie sformutowany w nast¢gpnym rozdziale.

Pig¢ niezaleznych statych sprezystych kompozytu po
homogenizacji (Ew, Eyy, V. Vi, Gyx) Wyznacza sig
z teorii wzmocnienia kompozytu, bazujacej na zadaniach
typu Lamé, szczegdtowo omdwionej w [7]. Stale te sa
czesciowo nieliniowymi funkcjami statych sprgzystych
osnowy izotropowej (E, v), statych sprezystych widkna
v,,,G

zy?o

monotropowego  (E

XX

Eyy,v

s oraz

) zre-

dukowanego objgtoSciowego stopnia wzmocnienia f.
State sprezyste kompozytu wyznaczono analitycznie
w pracy [4].

Podsumowujac, proponowany model reologiczny
PKW jest opisany przez 5 statych sprezystych (Ey, E,),
Vi, Vi, Gyy) oraz 13 stalych lepkosprezystych (i,
o, jk=11,22,12, 23, 55, o, w1, x2). Czasy sprezys-
tego nastepstwa 7y, 7k, 7o Sa rowne odpowiednim cza-
som dla osnowy.

METODA WYZNACZANIA STALYCH
LEPKOSPREZYSTYCH KOMPOZYTU

Metoda wyznaczania statych lepkosprezystych wyi,
opn, jk = 11, 22, 12, 23, 55 jest modyfikacja metody
sformutowanej w pracach [4, 5]. Algorytm metody skta-
da si¢ z nastgpujacych etapow:

1) analityczne wyznaczenie podatnosci sprezystych
kompozytu, jako funkcji podatnosci sprezystych
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osnowy, postaciowej S¢ i objetoSciowej S, tzn.
wyznaczenie S (S,50) jk=11,22, 12,23, 55,

2) analityczne wyznaczenie podatnosci zespolonych
0snowy, postaciowej S; (p) 1objgtosciowej S,f (p), na
podstawie odpowiednich podatnosci czasowych
osnowy Ss(?), Sy(f), przy czym p jest czgstoscia ko-
towa procesu harmonicznego,

3) analityczne wyznaczenie podatnos$ci zespolonych

scistych kompozytu po homogenizacji metoda ana-

logii sprezystej-lepkosprezystej, zgodnie ze wzorem

S5 () =S% |55 (p), S5 ()= S ()~ ST ()
Jk=11,22,12,23,55; i=+/-1
(8)

4) analityczne wyznaczenie podatnosci zespolonych
przyblizonych kompozytu po homogenizacji S ;k (p),

jk=11,22,12, 23, 55, na podstawie podatnosci cza-
sowych Su(?), jk = 11, 22, 12, 23, 55, okreslonych
przez wzory (7)s,

5) analityczne wyznaczenie statych lepkosprezystych
Oun, Win, jk= 11,22, 12, 23, 55, z warunku rowno-
Sci czedci rzeczywistej S (p), Scistej i przyblizo-

nej, w dwoch punktach kolokacji,

6) ocena doktadnosci modelowania lepkosprezystego
PKW, na podstawie dopasowania wykresu przybli-
zonego i $cistego S (p) oraz wykresu przyblizone-

go i $cistego S7; (p) (oddzielnie dla kazdej pary in-

deksow jk).

Etap 1 zostal w catoSci oméwiony w pracy [4].
W etapie 3 wykonuje si¢ tylko dziatania na liczbach
zespolonych. Etap 6 (kontrolny) bedzie zilustrowany
w nastegpnym punkcie pracy. OmoOwienia wymagaja
etapy 2, 4,15.

Transformaty Laplace’a funkcji tworzacych @),
F(9),j=1, 2, majg postac [4]:

@ . “P(t)dt = ————
(s) .([e (e)at 1+ (s7y )"

)

Fi(s)=[e™F;(t)dt = j=12
0

L+ 574

gdzie s jest zespolonym parametrem transformaty. Jesli
napr¢zenia w matrycy sa zmienne harmonicznie, z czgs-
toscia p [h™'], tzn.
* _ 0 ipt * _ 0 ipt
Gs(t)_cse > Gb(t)_cbe

(10)

gdzie 0'2,62 sa wektorami amplitud naprgzen, to dla

procesu ustalonego (¢ — ) otrzymamy

e, ()= 5,(p)o, (1), &,(1)=S,(p)o, (1) (11
gdzie S: (p), S; (p) sa poszukiwanymi podatno$ciami
zespolonymi  osnowy, postaciowa 1 objetoSciowa.
Indeks gorny * okresla wielko$ci zespolone. Sposdb
wyznaczenia podatnosci zespolonych opisano w pracy
[4]. Koncowe formuly, odpowiadajace modelowi
HWKK, maja postac:

S () =S+ 0, [y @(ip) + (1 - N (ip))+
1

+0,F,(ip) =S| 1+ 0,y ———+
2P 1 Gpry )

1
+og,(1-y) @y W}—
K2

—_—t
l+ipty
=S (p)—iS;(p)
(12)
S5 (p) =S L+ 0, [/ (ip) + (1 - ), (i) +

+wb2E(zp)}:S£ I+ oy ————+
L+ (ipry)”

1
+ o, (l-7) @y W}—
K2

—_—t

1+iprg,
=8, (p)—iS;(p)

Rozpatrujemy ponownie proces ustalony, w ktorym

napre¢zenia w kompozycie po homogenizacji sq zmienne
. . . . ;. —1
quasi-statycznie harmonicznie, z czgstoscia p [h™ ], tzn.

6 (H)=c"e" (13)
gdzie 6° jest wektorem amplitud. Wowczas
e () =S()®c’e” =S (p)e (1) (14)
gdzie
_Sl*l S, S5 0 0 0 ]
Sy, Sy 0 0 0
S = S (Z 0 0 (15)
Sy 0 0
S 0
| sym. Se ]
jest macierza podatno$ci zespolonych, przy czym
S5k (P) =S5 (p) =185 (p). jk =11, 22,12, 23, 55
S P) =S+ @ fl(P) + 0,0 3(P)] (16)

S;k (p)= S_?k [a’jk/1f1”(]9) + a)_/k/zfzﬂ(l’)]
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1+ (pry)” cos%
Hp) =y - +
1+ 2(pry )* cosjﬂ + (pz'W)z“

1

)y ——
" ()’

(pry )" sin%
)=y - +
1+ 2(pry)” cos% + (er)z”

PTxi

+(1=7) (17)
1+(PTK1)2
' 1 " pTKZ
fp)=———, (pP=—"""=
1+ (pTgy)’ T 4 (prgn)?

Aby wyznaczy¢ state o, own, jk =11, 22,12, 23,
55 (oddzielnie dla kazdej pary indeksow jk), wystarczy
przyrowna¢ cze$¢ rzeczywista S’ (p), Scista (etap 3)

i przyblizong (etap 4). Optymalne dopasowanie uzyskuje
sig, przyjmujac punkty zgodno$ci rozwiazan p = =p, =
a1, p = p2 ® o, Przy czym =~ oznacza tu ten sam rzad
wielko$ci.

Na podstawie wzoru (16), otrzymujemy zbior pigciu
uktadow algebraicznych rownan liniowych, z niewiado-
myrm Wik/15 a}-k/z,jk = 11, 22, 12, 23, 55:

/ / w(P1)
HPD@ i+ [(p)@ gy, = jSO -1
S
' ' ik 2
H (P + [5(2)@ 0 = JSO -1
Jk

przy czym S’ (py), S (p,) sa wartoSciami Scistymi,
wyznaczonymi w etapie 3.

PRZYKLAD MODELOWANIA KOMPOZYTU

Osnowa kompozytu jest zywica epoksydowa Epidian
53. Jako wzmocnienie przyjeto widkna polietylenowe
VHDPE Tenfor SN1A. Objgtosciowy stopien wzmoc-
nienia wynosi f, = 0,55, natomiast jego warto$¢ zredu-
kowana (wykorzystana w teorii wzmocnienia) jest rOw-
na f'= 0,50. Wartosci statych materiatlowych Epidia- nu
53 zestawiono w tabeli 1. Warto$ci stalych sprezystych

wlokna polietylenowego wynosza: E .. =604 GPa,
E, =468GPa, v,k =0380, v, =055, G, =
=1,65GPa.

Na podstawie wzorow (1)-(18) opracowano czgs§é
programu komputerowego FCVISC v.3, w jezyku Pas-
cal, stuzacego do modelowania PKW w zakresie sprezy-

stym 1 lepkosprezystym. Wyniki liczbowe modelowania
sprezystego i lepkosprezystego kompozytu sg nastgpuja-
ce:

E.=318GPa, E,=4,14GPa,
v, = 0,617,

ain =0,012,  wnp=0,027,
wnp=0,624, @iy = 0,029,

Vi = 0,399,
G,y = 1,35 GPa,

W/ = 0’ 1 54,
12 = —0,006,

w3 = 0,218,  ar3n = 0,659,

wssp = 0,536.

Ws5/1 = 0’158,

Na rysunku 1 pokazano przyktadowy wykres $cis-
tej i przyblizonej podatno$ci zespolonej Syi(p)=
= S53(p) -1533(p), rzeczywista
i urojona. Wykresy (Scisty i przyblizony) prawie pokry-
waja sig; roznice przejawiaja si¢ w odcinkowych nie-
znacznych przesunigciach wykreséw. Podobnie za-
chowuja si¢ pozostate podatnosci zespolone. Swiadczy
to o pozytywnej weryfikacji proponowanych réwnan
konstytutywnych lepkospre¢zystosci PKW.

oddzielnie  czes$é

UHDPE Tenfor SN1A / Epidian 53

W S23

23

L

-17.0|
o

p [h 11 0.05

Rys. 1. Podatno$¢ zespolona 833( p) kompozytu VHDPE Tenfor SN1A
polyethylene/Epidian 53 epoxy

Fig. 1. The compliance S;3 (p) for the VHDPE Tenfor SN1A polyethyle-

ne/Epidian 53 epoxy composite

PODSUMOWANIE

Opracowana metoda przewidywania wlasciwosci
lepkosprezystych PKW jest ztozona metoda analityczna,
z komputerowym wspomaganiem obliczen. Przedsta-
wiono opis konstytutywny modelu reologicznego PKW,
algorytmu wyznaczania stalych materiatlowych oraz
podano przyktad modelowania PKW.

Liczba statych materiatowych, opisujacych propono-
wany model reologiczny PKW (5 stalych sprezystych,
13 stalych lepkosprezystych), jest relatywnie mata, a
jednoczes$nie umozliwiajaca symulacj¢ odpowiedzi ma-
teriatu na dowolny program obciazenia. Wszystkie state
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sa zinterpretowane fizycznie i dobrze wyczuwalne przez
projektantow. Opracowany model odnosi si¢ do poje-
dynczej warstwy laminatu.
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