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MODELOWANIE LEPKOSPREZYSTYCH ZYWIC
JAKO OSNOW POLIMEROWYCH KOMPOZYTOW Wt OKNISTYCH

Opracowano nowy model lepkosprezysty HWKK, opisujacy osnowy polimerowych kompozytow wiéknistych w postaci zywi-
cy epoksydowej lub poliestrowej. Model ten uwzglednia pelzanie krotkotrwale oraz dlugotrwale materialu i jest opisany przez
funkcje wykladnicza ulamkowa oraz dwie funkcje wykladnicze zwykle. Sformulowano réwnania konstytutywne
modelu oraz wyznaczono eksperymentalnie stale materialowe dla zywicy epoksydowej i poliestrowej. Przeprowadzono walidacje
modelu HWKK dla wybranych programéw obcigzenia.

MODELLING OF VISCOELASTIC RESINS AS MATRICES
OF FIBRE-REINFORCED POLYMERIC COMPOSITES

The study is devoted to viscoelastic modelling of resins (epoxy and polyester), applied as matrices of fibre-reinforced poly-
meric composites. This type of composites protects lower levels of stresses in the matrix, not exceeding 30% of the tensile
strength of a resin material. The experiments, performed on bar resin samples tensioned uniaxially in a room temperature, have
pointed that the creep processes are of the 1% rank type and reversible. Moreover, the directional strains are quasi-
-proportional. The short lasting creep (SLC) can be simulated with good accuracy using the generating function in the form of a
linear combination of the fractional and normal exponential functions. The long lasting creep (LLC) can be simulated with good
accuracy using an additional normal exponential function.

A new rheological model for resins (amorphous thermoharden materials), reflecting the above mentioned features, has been
developed. This model, denoted with the symbol HWKK, is described by two elastic constants (E, v) and seven viscoelastic con-
stants (@a, @, @1, @2, Tw, ki1, %k2). A mechanic representation of the HWKK model is shown in Figure 1.
The parameters @y, @ are coefficients for the SLC long-lasting time compliances, and @y,, @y, denote coefficients for the LLC
long-lasting time compliances. The parameters 7w, 7«1, 7k2 denote the elastic sequence times related to the Wilczynski’s and Kel-
vin’s elements. The constants p (a ratio defining the elastic-sequence-times distribution A(& x) and y (a fraction
defining a linear combination of the generating functions @t), F(t)) are predefined and equal y= 0.5, = 0.5 for both resins.

Constitutive equations of viscoelasticity, governing the HWKK model, have been formulated (Eqs (3)-(6)). Classic creep of
uniaxially tensioned bar samples has been described analytically and the directional creep functions derived (Eqs (7)-(9)). A
computer aided algorithm for identification of 9 material constants has been formulated, programmed in Pascal and
applied for estimation of the material constants for the Epidian 53 epoxy and Polimal 19 polyester. The main stages
of the identification algorithm are illustrated graphically in Figures 2-4. The results of identification of the material constants
are collected in Table 1.

The HWKK rheological model for resins has been positively validated for selected loading programmes. This model
enables simulating arbitrary viscoelastic processes with good accuracy, provided that the stress levels protect the 1* rank creep.
Besides, this model can be applied for viscoelastic modelling of fibre-reinforced resin-matrix composites, applying
a fully analytical method developed in Refs [4, 7].

WPROWADZENIE

W modelowaniu zywic wykorzystuje si¢ zjawisko
pelzania probki pretowej, rozeiagane] jednokierunkowo,
poddanej obciazeniu typu Heaviside’a. Wyrdznia si¢
trzy typy pelzania: pelzanie pierwszorzedowe
(o gradientach malejacych w czasie), pelzanie drugorze-
dowe (ustalone) oraz pelzanie trzeciorzedowe (o gra-
dientach rosnacych w czasie) [1]. Petzania drugorzedo-
we 1 trzeciorzedowe zachodza w podwyzszonych tempe-
raturach lub przy wysokich poziomach naprezen rozcia-
gajacych probke. Poziomy naprg¢zen w matrycach poli-
merowych kompozytéw wioknistych, obciazonych w
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temperaturze  pokojowej, nie przekraczaja 30%
wytrzymatoéci doraznej na rozcigganie Zywicy, co gwa-
rantuje tylko petzanie pierwszorzedowe i zakres liniowo
sprezysty. Ponadto, badania eksperymentalne wlasne,
w zakresie wybranych programéw obciazenia probek
rozciaganych jednokierunkowo, wykonanych z zywicy
epoksydowej lub poliestrowej, wykazaly, ze pelzanie
w ww. warunkach jest odwracalne.

Modelom matematycznym odpowiadaja modele me-
chaniczne zywic, ktore sa uktadem potaczonych ze soba
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szeregowo elementéw Hooke’a (H), Kelvina (K),
Newtona (N) i Wilczynskiego (W) [2]. Elementy H, K,
N sa rozumiane klasycznie, natomiast elementowi W
odpowiada funkcja tworzaca w postaci funkcji wyktad-
niczej utamkowej Mittag-Lefflera [3].

ROWN_ANIA KONSTYTUTYWNE
SPREZYSTOSCI MATRYCY

Zywice, bedace polimerami amorficznymi termo-
utwardzalnymi, zastosowane jako osnowy polimerowych
kompozytow wioknistych, moga by¢ traktowane jako
material izotropowy, liniowo sprezysty. Klasyczne
zwiazki Hooke’a dla takiego materialu mozna zapisac
macierzowo w postaci [4]

e=S’ (1)
gdzie:
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We wzorach (1) i (2), definiujacych rownania kon-
stytutywne sprezystosci osnowy, poszczegdlne symbole
oznaczaja: Xyz - dowolnie przyjety kartezjanski uktad
wspotrzednych, g o - tensory odksztalcenia i naprgzenia
(w zapisie macierzowym), S’ - macierz podatnosci spre-
zystych, E, v - stale sprezyste osnowy (modut
Younga, stata Poissona), SQ ,S(y) - kierunkowe podatno-

$ci sprezyste.

ROWNANIA KONSTYTUTYWNE
LEPKOSPREZYSTOSCI MATRYCY

Zgodnie z zalozeniami, pelzanie zywicy epoksydo-
wej lub poliestrowej jest pierwszorzedowe, odwracalne.
Przyjeto inwariantno$¢ proceséw pelzania oraz zasade
superpozycji Boltzmanna [5].

Badania eksperymentalne wtasne w zakresie petzania
pierwszorzedowego probek rozciaganych jednokierun-
kowo, wykonanych z zywicy epoksydowej lub polie-
strowej, wykazaly, ze:

e Proces petzania moze by¢ podzielony na dwa prze-
dzialy: przedzial pierwszy odpowiada pelzaniu krot-
kotrwatemu (SLC), a drugi - pelzaniu dlugotrwatemu
(LLC).

e Pelzanie SLC moze by¢ symulowane z dobra do-
ktadnoécia za pomoca elementéw Wilczynskiego
i Kelvina, potaczonych szeregowo.

o Odksztalcenia kierunkowe &w(t), &y(t) odpowiadaja-
ce SLC sa quasi-proporcjonalne, przy czym: X - kie-
runek rozciagania, yz - plaszczyzna prostopadta do
kierunku rozciagania.

e Pelzanie LLC moze by¢ symulowane z dobra dokfad-
noscig za pomocg dodatkowego elementu Kelvina.

o Odksztalcenia kierunkowe sgy(t), &y(t) odpowiada-
jace LLC sa quasi-proporcjonalne.

o (Czasy sprezystego nastgpstwa, odpowiadajace prze-
dziatom SLC i LLC, roznig si¢ o kilka rzedow.
Model mechaniczny zywic, odwzorowujacy ww. cechy

petzania pierwszorzedowego, pokazano na rysunku 1.

Model ten, oznaczony symbolem HWKK, skiada sig

z czterech elementow potaczonych szeregowo. Element

H odwzorowuje sprgzysto$¢ natychmiastowa, elementy

W, K petzanie SLC, za$ ostatni element K modeluje

petzania LLC.

H E,v
w i

Dy ,0, SLC
K Tk1

K Tar P> @Pp j LLC

Rys. 1. Model reologiczny HWKK zywicy epoksydowej i poliestrowej
Fig. 1. The HWKK rheological model for epoxy and polyester resins

Roéwnania konstytutywne lepkosprezystosci, opisuja-
ce m.in. model HWKK, maja postaé [4]
£(r)=S() ®a(t) 3)

gdzie:
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We wzorach (3), (4) wprowadzono nastgpujace
oznaczenia: S(t) - macierz podatnosci czasowych (po-
datnosci sprezysto-lepkosprezystych), S(t), Sy(t) - kie-
runkowe podatno$ci czasowe materiatu izotropowego,
t - czas, ® operator splotu.

Kierunkowe podatno$ci
W postaci:

czasowe zdefiniowano

t t
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We wzorach (5), (6) poszczegdlne symbole maja na-
stepujaca interpretacje: @i(t) - funkcja tworzaca, odpo-
wiadajaca SLC, @(t), F(t) - funkcja wyktadnicza utam-
kowa oraz funkcja wyktadnicza zwykta, odpowiadajace
SLC, Fy(t) - funkcja tworzaca (wyktadnicza zwykla),
odpowiadajaca LLC, @, @y, - wspotczynniki okreslaja-
ce podatno$ci kierunkowe w czasie nieograniczonym,
odpowiadajace SLC, @y, @y - wspotczynniki okreslaja-
ce podatno$ci kierunkowe w czasie nieograniczonym,
odpowiadajace LLC, u - ulamek definiujacy rozktad
czasu sprezystego nastepstwa A(E u), ¥ - ulamek defi-
niujacy kombinacje liniowa funkcji @(t), Fi(t), @, 7,

Tky - czasy sprezystego nastgpstwa elementow lepko-
sprezystych modelu HWKK.

IDENTYFIKACJA STALYCH MATERIALOWYCH
OPISUJACYCH MODEL HWKK

W przypadku pelzania probki pregtowej, rozciaganej
w kierunku osi probki (X), program obcigzenia ma po-
staé

O xx ®= G)?x H(t) (7

gdzie O')(()X jest stalym naprgzeniem rozciagajacym, na-
tomiast H(t) jest funkcja Heaviside’a, definiujaca nagle
przylozenie naprezenia. Z rownan (3), z uwzglednieniem
(4)-(6), otrzymuje si¢ petzanie kierunkowe, okres§lone
wzorami

Exx ®= [1 T 0,9 ®+ (2912 (t)]ggx

. (3)
£y O =[1+ 0,0, (1) + 0,00, O,
gdzie:
1 v
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przy czym 0<g;(t)<1,i=12,t>0. WielkoSci wystg-
pujace we wzorach (8) 1 (9) maja nastepujaca interpreta-
cje: g,?x , ggy
(), @(t) - funkcje pelzania, odpowiadajace SLC,
LLC.

Wstepne testy numeryczne wykazaty, ze aproksyma-
cja odksztalcen kierunkowych za pomoca funkcji @(t),
Fi(t), Fx(t) jest bardzo elastyczna. Przyjmujac, ze do-
puszczalna warto$¢ wzglednego btedu odchylenia symu-
lowanych krzywych pelzania od krzywych eksperymen-
talnych wynosi djop = 1%, otrzymuje si¢ nieskonczenie
wiele kombinacji warto$ci parametrow 7, 1, Tw, ki, ko,
spetniajacych ten warunek. WartoSci czasow sprezystego
nastepstwa, spetniajace ww. warunek doktad- noéci, mozna
wyznaczy¢ dla 0,4 < < 0,6, 0,4 < 1 0,6. W tych oko-
liczno$ciach wartosci parametréw y, 4 moga by¢ prede-
finiowane, natomiast czasy spr¢zystego nastgpstwa wy-
znaczone z nieliniowego zadania optymalizacyjnego.
Przyjeto = 0,5, 1= 0,5 dla obydwu zywic. Doktadnos¢
wyznaczenia stalych lepkosprezystych #y, 7k, ke nale-
zy tak dobra¢, aby uzyska¢ jednoznaczne rozwiazanie.

- kierunkowe odksztalcenia sprezyste,
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Podsumowujac, model reologiczny HWKK zywicy
epoksydowej 1 poliestrowe] jest opisany przez 2 state
sprezystosci (E, v) oraz 7 statych lepkosprezystosci (ax,
W, 1, Bp, Tw, i, ko). Jest to relatywnie mala liczba
statych materiatowych.

Algorytm identyfikacji statych materialowych mode-
lu HWKK, bazujacy na pelzaniu kierunkowym probek
pretowych, rozciaganych w kierunku osi probki (X), jest
modyfikacja algorytmu opisanego w pracy [2]. State
sprezystosci wyznacza si¢ klasycznie, na podstawie
poczatkowych warto$ci odksztatcen kierunkowych, po
przylozeniu pelmego obciazenia. Przebiegi czasowe
odksztatcen kierunkowych wygladza si¢ metoda usred-
niania wartosci dyskretnych na krotkich odcinkach cza-
sowych. Stale lepkosprezystoSci, opisujace pelzanie
krotkotrwate, dobiera si¢ z warunku najlepszego dopa-
sowania symulowanych odksztalcen kierunkowych
w zbiorze punktow kolokacji, wybranych rownomiernie
w skali potlogarytmicznej. Nastgpnie, w analogiczny
sposob wyznacza si¢ state lepkosprezystosci opisujace
pelzanie dlugotrwate.

Wymienione etapy algorytmu identyfikacji statych
materiatowych podano dla zywicy epoksydowej na ry-
sunkach 2-4. Podobne wykresy otrzymuje si¢ dla zywicy
poliestrowe;.
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Rys. 2. Eksperymentalne przebiegi odksztalcen kierunkowych przy pet-
zaniu Epidianu 53 (skala naturalna)

Fig. 2. Experimental time histories of the directional strains, for creep
of the Epidian 53 epoxy samples (a natural scale)
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Rys. 3. Eksperymentalne przebiegi odksztatcen kierunkowych przy pet-
zaniu zywicy epoksydowej Epidian 53, po wstgpnej obrobce wy-
gladzajacej (skala potlogarytmiczna)

Fig. 3. Experimental time histories of the directional strains, for creep
of the Epidian 53 epoxy samples, after smooth preprocessing
(a semi-logarithmic scale)

Badania petzania zywic przeprowadzono w warun-
kach izotermicznych, w temperaturze 18°C. Wyniki
identyfikacji statych materialowych zywicy epoksydowe;j
Epidian 53 oraz poliestrowej Polimal 109 zestawiono w
tabeli 1.

Walidacje modelu HWKK przeprowadzono dla oby-
dwu materiatéw polimerowych 1 wybranych programow
obciazenia pulsujacego (na przemian obciazenie state
i odciazenie). Testy walidacyjne potwierdzily przydat-
no$¢ i wysoka doktadno$¢ modelu HWKK do opisu
przebiegéw odksztatcen lepkosprezystych zywic, przy
spelnieniu warunkéw petzania pierwszorzedowego.
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Rys. 4. Symulacja odksztatcen kierunkowych w przedziatach SLC i LLC
dla zywicy epoksydowej Epidian 53 (krzywe symulowane na tle
wartos$ci eksperymentalnych w punktach kolokacji)

Fig. 4. Simulation of the directional strains in the SLC and LLC intervals,

for the Epidian 53 epoxy (the simulated curves backgrounded by
experimental values in the collocation points)

TABELA 1. Stale materialowe opisujace model HWKK dla
Epidianu 53 oraz Polimalu 109
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TABLE 1. Material constants describing the HWKK model,
for epoxy (Epidian 53) and polyester (Polimal 109)

Stata materialowa Epidian 53 Polimal 109
E, GPa 3,14 4,28
v 0,418 0,363
Wx1 0,307 0,784
wy1 0,348 0,913
W, h 2 1
i, h 30 30
Wx2 1,17 1,09
Wy 1,12 1,75
ko, h 1900 1600
PODSUMOWANIE

Proponowany w niniejszej pracy model reologiczny
HWKK dla zywic przeszedl pozytywnie testy walida-
cyjne, przeprowadzone dla wybranych programow ob-
cigzenia. W modelu tym odwzorowano odksztatcenia
natychmiastowe (element H), odksztalcenia krotkotrwate
(elementy W, K) oraz odksztalcenia dlugotrwate (ele-
ment K). Model HWKK, opisany przez 2 stale sprezy-
stosci oraz 7 stalych lepkosprezystosci, jest zgodny
z natura lepkosprezystego zachowania si¢ polimeréw
[6].

Z matematycznego punktu widzenia, zaleta propo-
nowanego modelu jest mozliwo$¢ analitycznego oblicze-
nia transformat Laplace’a funkcji  tworzacych,
a nastgpnie wykorzystania ich w modelowaniu polime-

rowych kompozytow wioknistych w zakresie lepkospre-
zystym metoda analogii sprezystej-lepkosprezystej [7].
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