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ANALIZA KONCENTRACJI NAPREZEN
DLA DREWNA WZMOCNIONEGO MATERIALEM TEKSTYLNYM

W Insitut fiir Leichtbau und Kunststofftechnik (ILK) rozwini¢to modele obliczen analitycznych do opisu koncentracji na-
prezen w konstrukcjach drewnianych wzmacnianych materialem tekstylnym, wykonanym z wiékien szklanych lub weglowych.
Prezentowany model oparto na teorii wzmocnionego laminatu w kombinacji z metoda zlozonych funkeji przemieszczen i odwzo-
rowan konforemnych. Pozwolilo to na uzyskanie rozwiazan naprezen i przemieszczen. Whasciwosci materialowe konieczne do ob-
liczen okreslono w ILK w wyniku rozleglych badan eksperymentalnych, z uzyciem nowoczesnych technik pomiaréw 3D. Ponad-
to, badania te przeprowadzono w celu weryfikacji wyprowadzonych rozwigzan.

STRESS CONCENTRATION ANALYSIS AND EVALUATION OF NOTCHED STRENGTH
FOR TEXTILE-REINFORCED WOODEN CONSTRUCTIONS

For the description of stress concentrations of wooden constructions with textile reinforcement made of glass or carbon fi-
bres, analytical calculation models have been developed at the Institut fiir Leichtbau und Kunststofftechnik (ILK).
The model presented here is based on the enhanced laminate theory combined with the method of complex-valued displacement
functions and the method of conformal mappings. Using these, adapted solutions for the stresses and displacements
are obtained. The material properties needed for the calculations are determined at the ILK within extensive experimental stu-
dies using modern optical 3D measuring techniques. Furthermore, these experiments are applied for the verification

of the derived solutions.

WSTEP

Noéne konstrukcje drewniane w praktyce sa czgsto
ostabione przez karby wykonane w formie wykrojow
1 wglebien w celu np. wprowadzenia sit. Mozna wzmoc-
ni¢ te strefy poprzez odpowiednie zbrojenie tekstylne,
spelniajac wymogi strumienia przenoszenia sit w obsza-
rze zakléconym karbem, co prowadzi do znacznego
zwigkszenia obciazenia granicznego. Stan naprgzen w
konstrukcjach drewnianych wzmocnionych wtoknami
szklanymi lub weglowymi wywotany karbem jest w
poréwnaniu z izotropowymi materiatami konstrukcyj-
nymi zalezny od charakterystyki  wlasciwosci,
a w szczegblnosci od stopnia anizotropii drewna (stosu-
nek sztywno$ci rownolegle 1 prostopadle do kierunku
wiokna) i wlasciwosci wzmocnienia tekstylnego. Ponad-
to, w obszarze karbu ujawniaja si¢ skomplikowane,
niezwykle efekty naprezen i znieksztalcen, tak ze dla
procesu interpretacji nie mozna podawaé zadnych ogol-
nych wspotczynnikdw koncentracji naprezen w poblizu
karbu. Przeciwnie, nalezy ustala¢ pojedynczo wspot-
czynniki naprezen karbu na podstawie udoskonalonych
obliczen dla kazdej konstrukcji wzmacniajacej i kazdego
przypadku obcigzenia [1, 2]. Dodatkowo wymaga to

! prof. dr hab. inz., Ydrinz., drinz., * mgr inz., 3 mgr inz.

w przypadku niesymetrycznej budowy sprz¢zenia
problemu przy dziataniu sit w ptaszczyznie (in plane)
i prostopadle do ptaszczyzny (out of plane) przez odpo-
wiednie nadrz¢dne rownanie rézniczkowe. Ignorowanie
pOWyZszego sprzg¢zenia rozciagania 1 zginania moze
doprowadzi¢ do znacznych bledow [3].

Niezawodna analiza naprezenia karbu w przypadku
konstrukcji wzmocnionych wtoknami zaktada catkowite
uwzglednienie macierzy sztywnosci laminatu (np. [4,
5]). Rysunek 1 w sposdb schematyczny przedstawia
drewniang probke wzmocniona warstwami sztucznego
tworzywa z wioknami i karbem okragtym.

10

500

Rys. 1. Schematyczne przedstawienie probki drewnianej wzmocnionej
widknami z otworem kolistym

Fig. 1. Sketch of a textile-reinforced wood specimen with circular
hole
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UOGOLNIONE ROWNANIE PLYTY

Dla rzeczywistej analizy naprezenia karbu konstruk-
cji drewnianych wzmocnionych wiéknami wybrano
model matematyczny dla nieskonczenie szerokiego la-
minatu (wielowarstwowca (WW)) z centrycznym wy-
krojem. Poniewaz konstrukcje tego rodzaju sa cienko-
$cienne, mozna je przedstawi¢ za pomoca klasycznej
teorii tworzyw warstwowych. Dla zatozonego tu linio-
wo-elastycznego zachowania WW obowiazuje:
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Przy czym N, M; (I = x, y, xy) sa wynikajacymi
sitami tnagcymi lub momentami, 4;, By, Dy (ij = 1, 2, 6)
sztywno$cia rozciagania, sprzezenia lub zginania, N,
M;T oraz N;Q, M;Q sity tnace lub momenty uwarunkowa-
ne przez temperaturg i media.

W celu uwzglednienia efektow sprz¢zenia w przy-
padku niesymetrycznej budowy WW zostaly wliczone
jako poszerzenie teorii Kirchhoffa przy rownowadze sit i
momentéow w zrdéznicowanym elemencie plytowym
dV = dx-dy-h (h - grubos¢ plyty), obok obciazen plyty
(momenty M., M,, M,,, sity poprzeczne Q,, Q,, obciaze-
nie plyty p(x, »)), sity normalne N,, N,, N,, problemu
warstwowego:
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Rownanie struktury (1), jak i stosunki odksztalce-
nie/przemieszczenie dla matych odksztalcen
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gdzie ug, vo, Wy - przemieszczenia neutralnej ptaszczyz-
ny,

dostarczaja za pomoca (2) uogdlnione réwnanie plyty
dla laminatow (wiclowarstwowcow), zawierajace sprze-
zenie problemu tarczy/ptyty i w caloéci przedstawiaja
roéwnanie rozniczkowe 6smego rzedu dla wy.

W specjalnym przypadku symetrycznego laminatu
znikajq sprzgzenia macierzy sztywno$ci B; w ten spo-
sob, ze uogodlnione rownanie ptyt rozpada si¢ na dwa
rozprz¢zone réwnania rozniczkowe czwartego rzedu.
Przy czym tylko jedna czg$¢ zawiera macierz sztywnos-
ci zginania Dj; 1 przedstawia ,,klasyczne” rownanie plyt
dla materiatéw anizotropowych

0! ot ( ) o*
D, —+4D,, ———+ 2D, + 2Dy )————+
11 a)C4 16 ax3ay 12 66 axzayz 4
5 5 (4)
+4Dy xdy? + Dy 6)/_4] wy = p (X, )

podczas gdy druga czg$¢ zawiera macierz sztywnosSci
rozciagania A; i przedstawia ,,czysty anizotropowy”
problem warstwowy. Pozwala to na ekwiwalentne
przedstawienie w znanym sformulowaniu napr¢zenia
jako
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z (globalna) sprezysto$cia rozciagania Sy, zgodnie z [Sj]
[Al-j]'1 oraz funkcja naprezenia Airy’ego F(x, y).

FUNKCJE ZESPOLONE PRZEMIESZCZEN
| ODWZOROWANIE KONFOREMNE

Rozbudowanie metody funkcji zespolonej do rozwia-
zania uogdlnionego réwnania plyt dla anizotropowych
struktur WW polega na zalozeniu odpowiedniej funkcji
zespolonej dla przemieszczen. W przypadku obcia- Zenia
mechanicznego funkcja ma nastgpujaca postac:

4
W =2Re(2¥’k (Z, )J (6)

k=1

z czteroma analitycznymi funkcjami ¥4(Z;), ktére odno-
sza si¢ do czterech roznych ptaszczyzn zespolonych Z;
= x+ 4 y (k = 1...4). Parametry zespolone otrzymuje
si¢ poprzez wstawienie wzoru (6) do rownania charakte-
rystycznego uogoélnionego ptyt, przy czym dla materia-
Iow  rzeczywistych osiem pierwiastkow tworzy

parami sprzgzone liczby zespolone: i =14, U= b,

M7 =Hz, Hg = Hy.

Przemieszczenia uy i vy wynikaja z dwoch rownan
rozniczkowych, ktore wywodza si¢ z uogdlnionego row-
nania plyty. Z powyzszych przemieszczen wynikaja przy
pomocy kinematycznych zwiazkow (3) odksztalcenia & i
krzywizny x;, ktére z prawa materialu (1) pozwalaja
obliczy¢ sitly tnace 1 momenty tnace N,
M, (I = x, y, xy). Celem zestawienia warunkow brzego-
wych dla problemu karbu zostanie odwzorowany konfo-
remnie obszar karbu na zewnatrz kota jednostkowego

Z=w(§>=R[c+ ipkc"f}c )
k=1

przy czym liczby zespolone R i C powoduja obrot pota-
czony ze zmiang dhugosci lub

WYNIKI OBLICZEN

Analiza otrzymanych roéwnan analitycznych wraz
z okres§leniem wyrazow szeregu dla konforemnego od-
wzorowania nie jest mozliwa bez udzialu maszyn licza-
cych [5]. Dlatego tez zostat sporzadzony program kom-
puterowy, ktory realizuje te obliczenia i przedstawia
gotowe wyniki
w formie pogladowej. Program ten pozwala na szybka
analiz¢ wynikow i skuteczne przeprowadzenie analizy
parametrow.

Na rysunku 2 zostal przykladowo przedstawiony
rozktad naprezen wokot karbu dla deski z drewna §wier-
kowego wzmocnionej kompozytem z widkna szklanego
w tworzywie polimerowym (GFRP: glass fibre reinfor-
ced plastics). Parametry geometryczne znajduja si¢ na
rysunku 1.

OKRESLEN'IE KIERUNKOWYCH WLASNOSCI
MATERIALOW

Konieczne do analizy naprezenia karbu podstawowe
dane identyfikujace material, jak modut elastycznosci,
modul sprezystosci poprzecznej, wspotczynnik Poissona
i parametry wytrzymalo§ciowe (wspotczynniki interak-
cyjne, kierunek pekania, odporno$¢ na pekanie) po-
szczegblnych materiatlow, drewno lub drewno wzmoc-
nione widknami, badano w ILK w zaleznoS$ci od r6znych
warunkow wilgotnosci. Dla wybranych materiatow w
tabeli 1 przedstawiono podstawowe wartosci statych
sprezystosci. Rysunek 3 obrazuje moduly sprezystosci w
zaleznosci  od  kierunku, dla réznych GFRP
i drewna.

TABELA 1. Sprezyste wartosci znamionowe wybranych
materialdow wzmacniajacych, drewna i GFRP
TABLE 1. Elastic material properties of choice wood and
GFRP reinforcement

translacje. Wyrazy p; tego sze- o 1000 -
regu musza by¢ ustalone odpo- g
wiednio. Do opisania elementar- &
nych eliptycznych szczelin z 8001
pblosiami a 1 b stuzy np. odwzo-
rowanie 6,00 1
. 5]00 19’00 mit Kerbe
Z=w(l)= a+bé,+a—bi 10,00 5,00 o [MPa]
2 2 ¢ 4,00 4
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Rys. 2. Analitycznie obliczone napr¢zenia styczne dla drewna $wierkowego z GFRP

Fig. 2. Analytically calculated tangential stress for spruce wood reinforced with GFRP weave
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Materiat %’sz %’Plj Vi2, Vir Glé’szr
Drewno $wierkowe 11,9 0,79 0,323 0,6
GFRP:
Wzmocnienie-UD 42,5 11,0 0,28 42
Wzmocnione wioknem 26,9 29,9 0,115 42
Wzmocnienie wieloosiowe | 21,2 21,2 0,3 8,14

Wytrzymato$¢ dla tworzyw polimerowych wzmoc-
nionych wioknami szklanymi (GFRP) zostata ustalona
za pomoca probek ptaskich w badaniach rozciagania
i $ciskania, jak rowniez za pomoca probek rurkowych
w badaniach rozciagania i $ciskania ze skrgcaniem (pro-
by-Z/D-T). W przypadku prob-Z/D-T nastapito wpro-
wadzenie krytycznych kombinacji napr¢zen wzdhuz
zatozonej drogi obciazen za pomoca nowoczesnej, wie-
loosiowej maszyny badawczej z zamocowanym tenso-
metrem rozciagajacym 1 skrgcajacym  (rys.  4).

Wykorzystujac pomiary tensometryczne, mozna ustali¢
krzywe naprezen normalnych w zaleznosci od wydtuze-
nia oraz krzywe naprgzen stycznych w zaleznosdci od
kata skrecania.

E-Modul E,
0° 0

UD-Wickelverbund

Holz (Fichte)

/ 50 [GPa]

BD-Gewebeverstiarkung

quasiisotroper
| — Mehrschichtverbund

Rys. 3. Poréwnanie modulow Younga w uktadzie biegunowym (6 = 0°:
kierunek utozenia widkien wzmocnienia)

Fig. 3. Comparison of orthotropic Young’s modulus (6 = 0°: fibre direc-
tion)
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Rys. 4. Doswiadczenia rozciagania/sciskania-skrecania: a) Z/D-T - sta-
nowisko badawcze, b) probka rurowa z tensometrem rozciggania--
skrecania

Fig. 4. Tension/compression-torsion fracture tests: a) Z/D-T testing faci-
lity, b) tube specimen with stretch-twist extensometer

Badania przeprowadzone na probkach rurkowych
shuza ponadto z jednej strony do okre§lenia naprezen
zerwania, jak i przynaleznym katom ptaszczyzn pekania,
a z drugiej strony do scharakteryzowania podstawowych
typdw przelomow. Uzyskane dodatkowe informacje
odnosnie do kata przetomu i typu przetomu umozliwiaja
dalsze szczegolowe opisanie skomplikowanych przy-
padkéw przetoméw dla heterogenicznych laminatow
(wielowarstwowcow). Krzywa zerwania
(o3, m1) powierzchni naprezenia dla jednokierunkowo
wzmocnionych (UD) materialdw zawiera nastgpujace
typy przelomu: zerwanie poprzecznie normalne, zerwa-
nie poprzecznie-poprzecznie styczne oraz zerwanie
poprzecznie-podtuznie styczne. Duza ilo$¢ informacji,
jaka dostarcza proba Z/D-T, pozwala na fizyczne wyja-
$nienie zjawiska przetomu.

Na rysunku 5 przedstawione zostalty wyniki badan -
Z/D-T na probkach ze spiralnie nawinigtymi wtoknami z
zywic epoksydowych (GFRP: E-Glas/LY556/HT976)
dla powierzchni (o, ;). Wzrost obciazenia do zerwa-
nia nastapil rownomiernie wzdhuz zalozonych drog ob-
cigzenia, dla ktérych stosunek obcigzenia o3 do 7; musi

by¢ utrzymywany jako staty.

.:f <& Messwerte
E ® Mittelwerte
& H

N — Bruchwinkel
A

Bruc}llkurve
nach Hashin/Puck

40 : ‘ S

20 Z I i
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Rys. 5. Wytrzymatosci, krzywa zerwania i kat przelomu dla spiralnie
nawinigtych GFRP- probek

Fig. 5. Strength, fracture curve and fracture angle of tangentially wound
GFRP tube specimens
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Zmierzone wytrzymalosci wykazuja bardzo mate
rozproszenie, co $wiadczy o dobrej odtwarzalno$ci
badan. Przebieg ten, ktory teoretycznie, wg kryterium
Hashin-Puck [6, 8] na bazie wytrzymatosci podstawo-
wych R,", R," i Ry obliczonej krzywej, pokazuje bar-
dzo dobra zgodno§¢ =z wartoSciami zniszczenia
w przypadku nakladajacych si¢ obciazen. Wyraznie
mozna rozpozna¢ wzniesienie krzywej przetomu
w miejscu nacisku i skrgcania na podstawie ,,wewngtrz-
nego tarcia” zgodnie z hipoteza Coulomba.

BADANIA WERYFIKACYJNE WYPRACOWANYCH
MODELI SYMULACYJNYCH

W celu eksperymentalnego sprawdzenia i zabezpie-
czenia wynikow obliczen przeprowadzone zostaly
w ILK obszerne badania obciazen na wybranych GFRP
i ptytach drewnianych, jak i na hybrydowych strukturach
(drewno/GFRP). Wykorzystano do tego nowoczesna
technologi¢ pomiaru pola przemieszczen za pomoca
ESPI (Electronic Speckle Pattern Interferometry) i meto-
dy korelacji szarych warto$ci. Do pomiaru odniesienia
zostata zastosowana wyprobowana technika wykorzy-
stania tensometréow foliowych (DMS). Technologie
pomiaru pola wokol karbu wymagaja wprawdzie rela-
tywnie wysokich nakladéw w czasie przeprowadzenia
i analizy badan, dostarczaja natomiast w przeciwien-
stwie do techniki DMS nie tylko lokalnych wartosci, ale
odpowiedzi dotyczacych rozkladu przemieszczen i od-
ksztatcen w catym zakresie pomiarowym. Dla prob zgi-
nania i rozciagania zostaly wykonane w ILK wielowar-
stwowe probki, z jednej strony za pomoca techniki recz-
nego laminowania, z drugiej strony z wykorzystaniem
autoklawu, przy czym jako wzmocnienia uzyto GFRP
Multiaxial-Gelege (produkowane w Instytucie Techniki
Tekstylii i Odziezy na Politechnice w Dreznie) oraz inne
standardowe wzmocnienia GFRP (rys. 6).

a)

Vakuumfolie
Vliesmatte
Druckplatte
Trennfolie
Gewebelaminat
Abstandhalter
Holzstruktur
Randlauflage
Gewebelaminat
Trennfolie
Grundplatte

b)

Rys. 6. Wykonanie struktur drewnianych wzmocnionych wtéknami tech-
nologia autoklawowa: a) konstrukcja produkcyjna w autoklawie,
b) przygotowanie probki do badan

Fig. 6. Manufacture of textile-reinforced wood structures with the vacuum
autoclave  technology: a) setup for the autoclave,
b) preparation of specimen manufacturing

Do zbadania struktury drewna z GFRP probki wypo-
sazono, w czterech miejscach, w tensometry DMS: na
stronie gornej i dolnej piyty kazdorazowo na osi x
i osi y w odleglosci 3 mm od krawgdzi karbu (rys. 7).
Przy czym z reguly zastosowano podwojne rozety ten-
sometryczne DMS. Jedynie na kilku wybranych prob-
kach zaaplikowano takze 2 x 5-krotne fancuchy DMS.

Rysunek 8 przedstawia obliczone za pomoca
metody korelacji wartoéci pola odksztalcenia w probie
rozciagania jednokierunkowego probki GFRP/drewno
z karbem okragtym. Wyniki badan dla hybrydowych
wielowarstwowcow GRFP/drewno stuza do weryfikacji
analitycznych i numerycznych modeli symulacji.

Rys. 7. Sposob umocowania tensometrow pomiarowych na strukturach
drewnianych-GFRP i probek GFRP

Fig. 7. Positioning of strain gauges on wood-GFRP structures and GFRP
specimen

a) b)
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Rys. 8. Pola odksztatcen UD-GFRP/drewno przy rozciaganiu: a) odksztat-
cenie wzgledne & w kierunku obciazenia, b) odksztalcenie posta-
ciowe Jx,

Fig. 8. Strain fields of UD-GFRP/wood structures with tensile loads:
a) strain in load direction &, b) shear strain y,

WNIOSKI

Analityczne metody obliczeniowe dla rozpatrywa-
nych probleméw naprezen karbu w przypadku anizotro-
powego  wzmocnienia  konstrukcji  drewnianych
z podstawowymi obciazeniami mechanicznymi polegaja
na metodzie funkcji zespolonych przemieszczen w po-
taczeniu z metoda odwzorowan konforemnych. Poprzez
zastosowanie teorii Kirchhoffa mozna uwzgledni¢ takze
laminaty niesymetryczne. Przeprowadzona analiza po-
kazuje, ze dla rozpatrywanych zasadniczych problemow
warto$ci brzegowych jest mozliwe opracowanie anali-
tycznego rozwiazania posiadajacego znaczna przewage
nad metodami numerycznymi. Dlatego ze obok skroce-
nia czasu obliczen pozwalaja one dodatkowo na przej-
rzysto$¢ fizycznych powiazan dla problemow zwiaza-
nych z karbami. Nastgpnie na tej podstawie mozna opra-
cowac dla praktyki przemystowej odpowiednio dopaso-
wane rownania.

Dotychczas przeprowadzone w ILK pomiary wyka-
zuja dobra zgodno$¢ analitycznych, numerycznych
(z wykorzystaniem MES) i eksperymentalnych metod

dla mechanicznego obciazenia hybrydowych laminatow
(wielowarstwowcow) z karbami [9]. Obecnie przebiega-
ja zakrojone na szeroka skalg badania dla réznych ga-
tunkéw drewna wzmocnionych GFRP, dodatkowo
z uwzglednieniem temperatury i innych czynnikéw ze-
wngtrznych.

Podziekowania

Autorzy dziekujq Niemieckiej Wspolnocie Badawczej
za finansowq pomoc w przeprowadzenia badan.
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